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GLAVA 1

FIZI CKI MEHANIZMI PRENOSA TOPLOTE




Uvod

Toplotna energija ili toplota predstavlja energifiji se transport (prenos) odvija na
molekularnom i atomskom nivou. Prenos (transpapidine energije se moze odvijati sa
jednog sistema na drugi ili unutar jednog siste@dvija se uvijek kad postoji temperaturska
razlika (neravnoteza) izmedju ili unutar sistemd. i@uzetne vaznosti je poznavanje dkih
mehanizama koji karakteriSu procese prenosa ®ab i jedné&na koje definiSu kotiine
toplote prenesene u jedinici vremena. Postoje #hanzma prenosa toplote: kondukcija,
konvekcija i zréenje - radijacija.

1.1
Kondukcija

To je proces koji se odvija ha molekularnom i atkoms nivou. KarakterSe ga interakcija
molekula i atoma. Moze se posmatrati kao prenosggaesacestica viseg ngestice nizeg
energetskog nivoa kao posledica njihove interakciezicki mehanizam kondukcije je
najlakSe objasniti posmatrgjunateriju koja kao cjelina miruje izmedju dvijeopé razltitih
temperatura, sl.1.1.

T,>T,

Q })3 ?O\Q\? Q SI.1.1

. ' Prenos energije usled
no=f= | sleasResdamn et R il e 7 | lqAx molekularnog kretanja

T,

Kod idealnog gasa temperatura je proporcionalnedrgoj kinetékoj energiji translatornog
kretanja molekula dok kod realnih gasowaristih tijela zavisi i od vibracija atoma i molekul

I medjumolekulskih sila. Oblast $e temperature karakteriSeévenergetski nivo u odnosu
na oblast nize temperature. Kada se molekuli odrexj energetskog nivoa, koji se hé&adi
krecu i vibriraju, sudare sa susjednim molekulima mgn@nergetskog nivoa, dolazi do
transfera energije sa viSeg na nizi energetski .nivibezitet kretanja molekula viseg
energetskog nivoa se smanjuje a nizeg pave. Kondukcija se odvija uvijek sa viSeg ka
nizem enrgetskom nivou odnosno u pravcu niZze teatpes. Prenos energije, kao posledica
haotnog kretanja molekula je poznat i kao difuzija gnerili toplote. Za razliku od gasova,
molekuli su kod ténost i¢vrste matrije na mnogo manjem rastojanju, njihaverakcije su
intezvnije iceKe. Kod metala je dominantna vibracija molekula $etkama kristala. Pored
vibracije, do prenosa energije dolazi i usled kmgtaizv. slobodnih elektrona kog/rstih
tijela. Dobre provodnike toplote karaktariSe relat veliki broj ovih elektrona. Tigan
primjer kondukcije je prolaz toplote kroz metaltaciji je jedan karaj zaronjen u toplotni
izvor. Poslije odredjenog vremenskog period&i d®, usled kondukcije, do zagrijavanja
slobodnog kraja Stapa.

Koli¢ina toplote koja se prenosi odnosno prolazi krozenija usled kondukcije & pravcu,
po jedinici povrSinedA , je definisana sledanm izrazom,



g, =-A—, 1.1

u kome je,q, (W /m?), kolicina toplote u jedinici vremena po jedinici povrSimarmalne na

x pravac,A (W /m'K), kloeficijent toplotne provodnosti ili kondukcije T, temperatura
materije.

Ovaj izraz je poznat kao Furijeov (Fourier) zakdinFRurijeova jedn&na konduktivnog
prenosa toplote. PredloZzio je francuskidai i matematiar Fourier 1822 g. Kalina toplote
koja se prenosi putem kondukcije u nekom pravcprema tome, proporcionalna gardijentu
temperature u tom pracvcu. Koeficijent proporciooati, A, je karakteristika materije.
Negativan znak je poslediénjenice da se prenos energije vrSi U smjeru repeperature.
Samo ako jedT/ox<0 doti ¢e do prenosa energije u pozitivhamsmjeru i obratno.

Analogno izrazu (1.1) slijede slegerelacije zay, z ili pravac n¢iji je jedini¢ni vektor fi,

normalan na elemedtA neke proizvoljne povrSin& prikazane na sl.1.2:
a_T , g, =—A— l ,q, = _,16_T 1.2
oy 0z’ on

G, =~

Sl.1.2. ElementlA, poizvoljne povrSinéA

4
Imajuéi u vidu da jedii =dxi +dyj +dx = fpdn i T a—T% a—Tﬂ or dz , Slijedi:
on ax dn dy dn 0z dn
¢, == —AgradTn, = &f,. 1.3
Izraz
q——/igradT——/la—Tl Aa—TJ Aa—TE=qXT+qu+qZIZ, 1.4
0x oy 0z

predstavlja vektor toplotnog fluksa usled kondukc{pdredjen je gradijentom temperature pa
je, prema tome, normalan na izotermne povr3irreconst. Moze imati proizvoljan pravac u

odnosu na datu povrSindiA, ¢iji je polozaj odredjen jedidnim vektorom ri, normalen.
Koli¢ine toplote koje usled kondukcije prolaze u jediniemena kroz projekcij@lA , dA, i
dA elementarne povrSinéAsu:

S oT S oT s oT
dQ, =q,dA, = -ﬂ&dﬁx, dQ, =¢q,dA = -Aa—ydﬁy, dQ, =4,dA, = -ﬂ—dA 1.5
dok ¢e toplotni fluks kroz povrSini biti:

: oT
dQ, = dQ, =¢,dA= —Aa—dA GdA. 1.6



1.2
Konvekcija

Konvekciju krakteriSe simultano dejstvo dva mehara prenosa toplote. Pojavljije se kada
pored haotinog kretanja molekula postoji i kretanje djelimaterije. To zna da se veliki
broj molekula krée kao cjelina kroz prostor od jednog do drugog g@etskog nivoa. Ovakvo
kreatnje u pravcu temperaturskog gradijenta doprimrenosu energije. Pored prenosa
energije usled hadgthog kretanja molekula karakterisibg za kondukciji, do intezivnijeg
prenosa energijée dai kada se djeti materije kréu kao cjelina od jedne do druge pozicije
razlicitih temperatura. Do procesa konvekcije dolazi kygtanju fluida duz neke povrSine
kada su temperature fluida i povrSine réai. Strujanje fluida moze biti prinudno, uslovigen
nekom pumpom ili ventilatorom ili prirodno, usleda potiska na djele razltite gustine.
Proces se moze odvijati na unutrasnjim ili spoljnpovrSinama. Primjeri konvektivhog
prenosa toplote su prikazani na sl.1.2. MozZéi dalo kombinovane prirodne i prinudne
konvekcije. Ako je npr. brzina strujanja usled tigsventilatora, sl.1.2(a), mala onda se
usled dejstva sila potiska moZe ostvariti strujaijjge pravac priblizno normalan na pravac
strujanja usled prinudene konvekcije. Oba strujagiaju zn&ajnu ulogu u procesu prenosa
toplote. Postoje i konvektivni procesi u kojimaaldo promjene faze, kao npr. pri Kianji

I kondenzaciji, u kojima toplota isparavanja odrkondenzacija ima posebnu ulogu.

U blizini ¢vrste povrSine brzina fluida je jednaka nuli, tada je u ovoj oblasti dominantna
konudukcija odnosno difuzija toplote. Na samoj @virée se odvijati prenos samo putem
kondukcije. Sa pouv@&njem rastojanja od povrSine pogga se i intezitet kretanja djedi duz
povrSine kao i u pravcu normalnom na povrSinu uskgh dolazi do transfera energije od
povrSine kada je njena temperaturédeved temperature fluida i obratno.

Koli¢ina toplote koja se prenosi usled konvekcije jgat@ funkcije ne samo karakteristika
materije i temperaturskog gradijentaweuslova strujanja fluida u blizidvrstih povrSina.

prinudna : elektronske T T T
konvekcija /4 | komponente :
Ao @
Ty Vi prirodna Sl.1.2
iBhcke. 8 Prenos toplote konvekcijom.
T T T (a) Prinudna konvekcije.
(@ ») : (b) Prirodna konvekcija.
illaaic kondenzacija (c) kljucanje. )
vi.vazduh @ (d) kondenzacija.
vodena para N
h._, fKEeTg g e
voda Y
zagr.ﬁ p\(ifa i ¢ '
. o vodene kapi
Moze se definisati sledem jednginom,
a,=h(T,-T.), 1.7



u kojoj je, g, (W/m?), kolicina prenesene toplote u jedinici vremena po jedipgsrsine,
h(w /m®°K ), koeficijent konvektivhog prenosa toploteTa i T, temperature povrsine i
fluida dovoljno daleko od povrsSine. Izraz je pozkab Njutnov (Newton) zakon konvekcije
ili Njutnova jedn&ina konvektivnog prenosa toplote. lako na prvi pdgjednostavan, ovaj
izraz je veoma slozen jer je koeficijent konvekcija, slozena funkcija strujnog i
temperaturskog polja i figkih karakteristika fluida. Analiza problema prendsplote usled
konvekcije se svodi na analizu koeficijenta konuwgktg prenosa toplote u rasahim
uslovima. Na sl.1.3 je prikazano tijelo &gh se povrSina, temperaturE, odvodi toplota na

okolni fluid temperaturdl .

SI1.1.3
Zagrijano tijelo u struiji fluida

Da bi toplota koja se prenosi u pozitivnom praxense uvijek bila pozitivna, lokalni toplotni
fluks na desnoj povrSini mora biti

g, =h(T,-T.), 1.8
a na lijevoj,
g, =h(T, -T,). 1.9

Smijer prenosa toplote moZe biti Zagan pri uporedjivanju kalina toplote razmijenjenih
usled konvekcije na povrSini i kondukcije kroz péwvu tijela, kada se konvekcija pojavljuje
kao granéni uslov pri kondukciji. Ukoliko smjer prostiranjaplote nije bitan, mozZe se, bez
obzira na polozaj povrSine, koristiti izraz (1.Thplota koja se odvodi sa povrSiée, u tom
slucaju, uvijek biti pozitivna, bez obzira na poloZawmpSine i pravac prostiranja i obratno.
Protok toplote kroz neku elementarnu povrSinu tie bi

dQ=¢,dA=h(T, -T.)dA, 1.10

dok je protok toplote kroz povrSinu A,

Q=[h(T, -T.)dA. 111
A

U slktaju kada je temperatura povrSine konstantna slijedi

Q=(T,-T.)[ A, 1.12

A

Sto se moZe napisati i u obliku,

Q=hA(T,-T.), 1.13

u kome je

h=t [hda, 1.14
A A



sredniji koeficijent konvekcije na povrSini A. Ake snora voditi réuna o pravcu prostiranja
tolpote, ondate toplotni protok na desnoj povrsini tijela, sl,1b&i definisan izrazom (1.10)
dok ¢e na lijevoj povrsini biti

Q=hA[T, -T,). 1.15

14
Zradéenje - radijacija

Toplotno zr&enje ili radijacija je energija koju emituje tijettate temperature. Predpostavimo
da se neko tijelo temperatuile, nalazi u zatvorenom prostoru temperattlige pri cemu je

T, >T,, sl.1.4.

radijacija otmi
o .
o= Hladjenje zagrijanog tijela u
y \ vakumu usled radijacije
! id o radijacija Jacl)
§ Soli \ povrsine _ ) _
S U slutaju kad oko tijela vlada vakum ¢ee dci
| Ta do razmjene toplote kondukcijom ili

Vacuum

konvekcijom izmedju tijela i omota. Kad ne bi
bilo razmjene toplote izmedju tijela i omota
omota temperature tijela i omata se ne bi mijenjale.
Iskustvo, medjutim, pokazuje d& se poslije
odredjenog vremena ove temperature izjédnalo zna&i da je ipak doSlo do razmjene
energije sa okolinom. Postoje dvije teorije kojgaShjavaju prirodu ove razmjene, poznate
kao zr&enje ili radijacija toplotne energije. Prema pryogtpostavci energija se emituje i
prenosi putem elektromagnetnih talasa, a premaogerergiju prenose fotoni koje emituje
tijelo. Za razliku od kondukcije i konvekcije kogahtijevaju prisustvo materije kroz koju
prolazi toplota, za radijaciju ovo prisustvo nijeeaphodno. Ustvari, radijacija se
najefektivnije odvija u vakumu. Energija se putadijacije moze emitovati sa neke povrsine,
Sto je najei slucaj od prakiénog interesa. Ovu vrstu energije emituju sva tijanperature

T >0, bez obzira na njihov oblik i prirodu, kao Sto or. gasovi i ténosti. Radijacija se
moze posmatrati kao propagacija elektromagnetrhﬂmafrekvence/(l/s) | talasne duzine

A(m). Za radijaciju koja se prostire kroz odredjenudsre ovi parametri su povezani
relacijom A =c/v, pri ¢emu je c(m/s) brzina prostiranja svjetlosti kroz tu sredinu. a0

od vrste materije odnosno stanja povrSine, diogieekoja dolazi zré&enjem na neko tijelo se
absorbuje, propusta ili reflektuje.

Gornja granica energije koju mozZe emitovati nekeldi po jedinici povrSine je definisana
Stefan-Boltzman-ovim zakonom,

e, =0T", 1.16
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u kome jeéAb(\N/mZ) maksimalna energija koju mozZe emitovati tijelojgdinici povrsine ili
energija crnog tijelag=567x10° (W/ mZK“) Stefan-Boltzman-ova konstantaJ apsolutna

temperatura povrsine tijela u stepenima KelvinanoQijelo se moze zamisliti kao neko tijelo
koje absorbuje cjelokupne energiju kojoj je izlodarsled radijacije. U ravnoteznom stanju
emitovana energija mora biti jednaka apsorbovat@jbi temperatura tijela bila konstantna.
Imajuwéi to u vidu, slijedi da je crno tijelo istovremeiatealni emiter i apsorber. Cjelokupna
primljena energija se emituje bez refleksije.

Crno tijelo se moze zamisliti kao zatvoren ideakmovan prostor sa jednim malim otvorom
kroz koji ulazi energija usled radijacije iz nekiagora, sl.1.5.

radjjacija difuzna emisija
xtr
SI.1.5
Crno tijelo u obliku Supljine sa malim
otvorom.

\Lpov@ine konst.

temperature

S obzirom d&e se zrak koji udje u Suplijinu bezbroj puta refitelati prije nego eventualno
izadje iz nje, slijedi da&e njegova energija biti praktio u potpunosti absorbovana unutar
Supljine, bez obzira na nivo apsorpcije koju imanaj unutrasnja povrSina. To Znaa je
jedan ovakav sistem idealan apsorber. S druge estrda bi temperatura sistema bila
konstantna, $to se mora ostvariti u ravnoteZnomjwstanergija koju emituje ovaj sistem
mora biti jednaka apsorbovanoj. Prema tome, otvartifelu ¢e emitovati cjelokupnu
primljenu enrgiju. Otvor se ponaSa kao emiter eijgrgkoja se prenosi preko niza
elektromagnetnih talasa ili fotona u svim pravcipwljednako — difuzna emisija. Energija
predata okolini je u potpunosti emitovana (bezeleflje) tako da se ovo tijelo ponasa
istovremeno i kao idealan (difuzni) emiter enexgij

Kada kroz mali otvor na crnom tijelu ne bi ulazikkakav zrak, energija koju bi tijelo
emitovalo bi takodje bila jednakaT,', ali bi se temperatura tijel@, smanjivala tokom
vremena. @igledno je da kada bi se otvor zatvorio, povrSidvarga bi takodje bila

izloZena energijioT,'. S obzirom da intezitet ove energije ne zavispobbZaja otvora slijedi

dace svaki djekk unutrasnje povrsine crnog tijela biti izlozen eijeraT, . Ako unutar crnog

tijela ubacimo neko tijelo malih dimenzija ondapsestor izmedju povrSine tog i crnog tijela
moze takodje smatrati crnim tijelom. To Znala ¢e i povrSina ovog tijela biti takodje
izloZzena energiji zk&nja crnog tijelaoT,'.

Apsolutno crna tijela ne postoje u praksi, medjytipestoje tijela bliska crnim. S druge
strane, crno tijelo sluzi kao pogodan etalon zaregjganje sa ostalim tijelima odnosno
povrSinama. Energija koju emituje neka proizvoljpayrSinace biti manja od energije crnog
tijela iste temperature i data je izrazom,

11



e, =¢&0T*’, 1.17

u kome je0<e<1, koeficijent emisije tijela. Ovaj koeficijent jeizfcka karakteristika
povrSine i pokazuje intezitet emisije sive, za ikazlod crne povrSine. Zavisi od vrste
materijala i stanja povrsine (temperature i stepradjenosti) i dat je u dodatBAi.

Energija zraenja kojoj je izlozeno neko tijelo po jedinici p&ure zavisi od geometrijskog
oblika tijela i njegovog polozZaja u odnosu na izzm&enje. AKo se ova energija oznaa ¢,
ondace dio energije koju tijelo absorbuje biti,

Oe =07 . 1.18
Koeficijent a, koji se krée u granicam® < a <1, je poznat kao koeficijent apsorpcije sivog
tijela ili povrSine. Koeficijent apsorpcije zavied stanja povrSine kao i od vrste radijacije
odnosno talasne duzine spektra radijacije. Spaaijal&aj, koji je cesto prisutan u
inZenjerskoj praksi, je razmjena energije putenéammm izmedju nekog tijela relativno male
povrSine, temperatur@, i okolne povrSine, omota, uniformne temperaturé&, koji u
potpunosti opkoljava dato tijelo, sl.1.4.

Okolna povrSina moZe biti, npr. povSina zidova npkastorije u kojoj se nalazi dato tijelo
ralativno malih dimenzij&ija povrSina ima uniformnu temperatufy, # T,. Energija koju

emituje omota po jedinici povrSine se u tom sghju moze aproksimirati energijom crnog
tijela, odnosno

&y, =0T, . 1.19
Energija zréenja g kojoj je tijelo izlozeno u ovom shaju je jednaka energiji z¢anja
okolne povrsine, odnosno energiji koju drarno tijelo,g =¢,, =dT, , Sto predstavlja jednu

od karakteristika crnog tijela.
Ukupna energija koju tijelo po jedinici povrSineznaijeni u vidu toplote sa okolinom je
jednaka razlici absorbovane i emitovane energije,

G, = 0T, - ag = o{eT}! - T} 1.20

U ravnoteznom stanjde biti T, =T, odnosnog, =0, na osnovitega slijedi da jea =¢.
Moze se pokazati da ova jednakost vazi i u opStetiajsl difuzne radijacije kada je energija
kojoj je izloZzena povrSina i energija emisije poreSu priblizno istom spektru , Sto ¢est
slucaj u inzinjerskoj praksi. Takve povrSine su pozriae sive povrSine. U staju solarnog
zra&enja spektar solarne energije se moZe znatnokozali od spektra ztenje
odgovarajde povrSine, pa se koeficijent solarne absorpejjenoze razlikovati od keficijenta

emisije €. Odnosa,/ € predstavlja zngajan inZinjerski parametar i dat jeTab.

Imajwéi u vidu da je, za sivo tijeloa =¢, i da su temperature povrSina tijela i ondata
uniformne, slijedi da je razmijenjena energija (td@) usled radiacije,

Q=q,A= Aso(T, -T). 1.21
Pogodno je u pojedinim slgjevima, ovu energiju izraziti i u obliku,
Q=hA[T,-T,), 1.22

u kome jeh, radijativni koeficijent konvekcije. Uporedjujuizraze (1.20) i (1.21) dobije se
da je,

h =eo(T, +T, (T2 +T2). 1.23

Ukoliko oko tijela postoji neki fluid onda se prenenergije pored zéanja moze odvijati i
putem konvekcije, tako dge ukupna razmijenjena koiha energije biti,

Q=(Q +Q)=(h +h)A(T, -T,). 1.24
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1.5
Toplotne karakteristike materije

U cilju analize problema prenosa toplote neophogmepoznavati odredjene fidie
kearakteristike materije. Tako npr. da bi odrettiplotu koja usled kondukcije prolazi kroz
neko tijelo neophodno je poznavati koeficijent tdpke provodnosti,A, koji predstavilja
toplotnu karakteristiku materije. Ovaj koeficijepb svojoj fizikoj sustini pripada grupi
transportnih karakteristika materije jer se prekega definiSe prenos ili transport toplote
putem kondukcije. U grupu transportnih karaktekestispada i koeficijent kinematske
viskoznostiv ili dinamicke u, koji defiSu prenos kaline kretanja. U grupu termodinatkih

karakteristike materije spadaju: gustipa speciftna zapreminav, speciftne toplotec, i

c,itd. Analiza fizikih karakteristika materije se mozec¢na klasénim udzbenicima iz
Termodinamike i Mehanike fluida. U ovom poglavlie biti analizirane samo neke
karkteristike materije koje su od posebnogc¢ajem za analizu problema prenosa toplote.
Brojni podaci za fizike karakteristike materije se mogwna razlitoj literaturi kao npf.1],

[2].[3].

» koeficijent toplotne provodnost
Fourier-ova jedn&na toplotne provodljivosti (1.1), definiSe koefemt proporcionalnosti
izmedju prenesene toplote i gradijenta temperatugravcu, poznat kao koeficijent toplotne
provodnosti,A,

A=—, da 1.25
(0T /0x)

Na osnovu izraza (1.2) takodje slijedi da je,

- _ q/-\y - _ QAZ — c.]An 1.26
(0T/0y) (0T/02) (0T /on) '

Ovi izrazi vaze samo za izotropnu materiju za Kapeficijent tolotne provodnostiA, nee
zavisiti od pravca u kome se prenosi toplota. Dinjarovog koeficijentaje(W /mOK).
Koeficijent toplotne provodljivosti je analogan Kmgentu viskoznosti imajéi u vidu da
njegova vrijednost zavisi od kinékie energije molekula kao i u predhodnom ¢aju.
Molekuli sa véom kinettkom energijom (véom temperaturom) se sudaraju sa sporijim
molekulima i predaju im dio svoje energije. Por@shperature povava kinetéku energiju
molekula i uslovljava transport energije iz oblagie ka nizoj temperaturi. S obzirom na
analogiju koeficijenata viskoznosti i toplotne pooNjivosti, analogni su i procesi prenosa
koli¢ine kretanja i toplote.
Koeficijent toplotne provodnosti je funkcija priks, a nardito temperature. Zavrste i t&ne
materije uticaj pritiska je zanemarljiv, dok secafitemperature moze aproksimirati skeuta
relacijom,
A= A1+ 0,6 + 1,6 + 1), 1.27
u kojoj je 86=T-T,, dok je A, koeficijent toplotne provodnosti na temperatdr. U

najveem broju sldajeva dovoljno téan je izraz,
A= Ay(L+b8). 1.28
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Za gasove koeficijent toplotne provodnosti rastgpseastom temperature dok praki ne
zavisi od pritiska u oblasti u kojoj je pritisak miaod kriticnog. Sa priblizavanjem krénoj
vrijednosti uticaj pritiska se mora uzeti u obzir.

Do prenosa toplote dvrstoj materiji dolazi usled vibracije elektronakoji se nalaze u
kristalnim reSetkama kao i usled migracije slobbdelektrona. Dobri provodnici toplote
sadrze realtivno veliki broj slobodnih elektronakdse kod izolatora prenos vrSi samo usled
vibracije. Intezitet prenosa usled vibracije zawsi uredjenosti kristalnih reSetki.Toplotna
provodnost ¢vrste materije je W@ od toplotne provodnosti deosti, dok je toplotna
provodnost ténosti ve&a od toplotne provodnosti gasova. Toplotna provetrwrste
materije moze biti i zaetiri reda veldine ve&a od toplotne provodnosti gasova. Dobri
izolatori se mogu napraviti kombinacijom materijgwstom i gasovitom stanju, na takav
nain da se gas izoluje unutévrste materije u malim mjehurovima koji spagaju kretanje
gasa.

Vrijednosti koeficijenta toplotne provodljivostiazazne vrste materije, su date u posebnom
dodatkuB1.

» koeficijent toplotne difuzije
Koeficijent toplotne difuzije je definisan slefim izrazom,

a=2. 1.29

Py

Ovaj koeficijent predstavlja odnos svojstava maeda provodi i konzervira energiju.
Materijali sa velikim koeficijentoma ¢e mnog brze reagovati u 84ju promjene temperature
u okruzenju za razliku od materijala sa mabmuU slwaju gasova znatno zavisi od pritiska i
temperature. Brojni podaci za rdzie vrste materije su dati u Dodatkgl, zajedno sa
koeficijentom toplotne provodnosti i ostalim fikim karakteristikama.
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Uvod

Analiza bilo kog problema u Mehanici fluida gje direktnom ili indirektnom upotrebom
osnovnih zakona koji definiSu kretanje fluida. &koni, koji vaze za bilo koju vrstu fluida su:

e Zakon o odrzanju mase iz koga slijede razni olidnh&ine kontinuiteta

» Drugi Newton-ov zakon iz koga slijede razni objain&ine kretanja

* Zakon o odrzanju energije iz koga slijedi prvi pim termodinamike odnosno razni

oblici energijske jedniane.

Ovi zakoni su isti kao i zakoni koji se primjenjujuMehanici krutog tijela i Termodinamici.
Potrebno ih je, medjutim, formulisati u obliku kgg najpogodniji za rjeSavanje problema
kojima se bavi Mehanika fluida. U mnogim &hjevima je neophodna primjena samo nekih
od ovih zakona, dok se pri rjeSavanju pojednih |enola, primjenom ovih zakona dobijaju
jedn&ine koje se prakino ne mogu rjesiti. U takvim silajevima se traze priblizna rjeSenja
upotrebom raznih formula dobijenih eksperimentalnputem. Ponekad je neophodno
analizirati dodatne relacije, koje opisuju &izo ponaSanje fluida pod odredjenim uslovima,
kao Sto su jedrigna stanja, razne hipoteze i sl.
Prvi korak pri rjeSavanju nekog problema je definije sistema koji se analizira. Postoje
razlicite definicije sistema u Mahanici fluida i Termodmici. Najpogodnije su se pokazale
sledee definicije:

* Kontrolna masa

* Kontrolna zapremina
U prvom sléaju se analizira fluid mase M. Granice sistema au$ne koje odvajaju taj
fluid od okoline. One mogu biti promenljivog polgdai oblika u prostoru (pokretne ili
nepokretne), medjutim, fluid ne struji kroz njicema tome, analizira se uvijek ista kolia
fluida, koja se krée ili miruje, ali ne prolazi kroz gragne povrsine.
U drugom sldaju se analizira fluidna masa koja se nalazi udjdr®j kontrolnoj zapremini u
datom trenutku vremena. Granice sistema su stutiaamisljene povrsine koje ograivaju
tu zapreminu i njihov oblik se ne mijenja u tokemena. Kontrolna zapremina je ¢efe
nepokretana, medjutim, moze se kretati kroz prgstoizvoljnom brzinom ubrzanjem. Fluid
struji kroz kontrolne povrsSine, tako da je Kalia fluida koja se nalazi u kontrolnoj zapremini
u opStem sléaju funkcija vremena. Brzina strujanja fluida seewfjuje u odnosu na kontrolnu
zapreminu i moze biti apsolutna ili relativna u Bawsti od toga da li je kontrlna zapremina
nepokretna ili se ke kroz prostor. U literaturaturi $esto govori o sistemu i kontrolnoj
zapremini, prcemu se pod sistemom podrazumijeva kontrolna masa.
Osnovni zakoni mogu biti formulisani za elementarmalu kontrolnu masu odnosno
zapreminu ili za masu odnosno zapremine su dimenzije istog reda veéine kao i prostor
koji fluid zauzima. Prvi prilaz je poznat kao déecijalni i iz njega slijede diferencijalne
jedn&ine, dok je drugi prilaz poznat kao integralni ingga slijede eintegralne jediae.
Diferencijalne jedné&ne su sloZenije ali omogavaju analizu fluidne mase djepo djet. U
drugom sldaju se dobijaju podaci o zbirnom uticaju svih dj@lodnosno cjelokupne fluidne
mase na okolinu i obratno.
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2.1
Rejnoldsova (Reynolds) transportna teorema

Reynolds-ova transportna teorema daje vezu izmediumjena (izvoda) velina stanja
definisanih za sistem kao kontrolnu masu i sistam kontrolnu zapreminu. Ona omugua
transformaciju fizikin zakona definisanih za kontrolnu masu na oblidji kodgovara
kontrolnoj zapremini. Imajti u vidu da je sistem kao kontrolna zapremina irnzgogodan
za anlizu niza problema, Reynolds-ova transpop@w@etna je od izuzetnog zZizga u
Mahanici fluida.

Neka je N bilo koja vetina stanja (vektor ili skalar) koja odgovara ko) masi fluida
zapremine V, a n valina stanja koja se odnosi na jedinicu mase dm. damejih postoji
sledéa veza,

N :J'ndmzj'npdv. 2.1
m \%

Tako npr. zan =1, slijedi da jeN =M , pri ¢emu jeM kontrolna masa fluida, odnosno
M = j pdV . 2.2
\%

Zan=v , dobija se kotiina kretanjak kontrolne mase,
K =[pwv, 2.3
\%

a zan=v? /2, ukupna kinetika energijaE, kontrolne mase,

v 2.4
E, J p—-dv. :
Integrali (2.1-2.4) predstavljaju totalni iznos eekeline stanja koja odgovara odredjenoj
masi (materiji) fluida, koja se moze kretati ilifdemisati ali tako da je uvijek sastavljena od
istih fluidnih djelica (djelica materije). Imajéi to u vidu poznati su i kao materijalni integrali
Promjena ili izvod po vremenu ovih integrala jesagtinskog zn#ja za definiciju osnovnih
zakona u Mehanici fluida i fizici uopSte. Tako, npromjena ili izvod kontrolne mase po
vremenu je jednak nuli, jer se kontrolna masa gastgek od istih fluidnih djeléa, dokce
promjena kokine kretanja u jedinici vremena biti jednaka sumihssila koje djeluju na
kontrolnu masu itd. Promjena u jedinici vremenaizlivod ovih integrala se oztava sa
velikim slovima,
DN D

—-—jpndv. 2.5
Dt Dty

Ova oznaka je usvojena da bi se&ilsorazlika izmedju izvoda po vremenu za neku dreli
stanja koja se odnosi na kontrolnu masu i istuéweli stanja koja se odnosi na kontrolnu
zapreminu. Vezu izmedju ovih izvoda, koji u princime moraju biti intentni, definiSe
Reynolds-va transportna teorema.

Na sl.2.1 je prikazana kontrolna masa zapremihei V,,, U dva susjedna vremenska

trenutkat i t+At. Neka jeV, ( puna linija) dio prostora (kontrolna zapremipayrsine A, ,

u kojoj se nalazi kontrolna masa fluida zapremifeu trenutkut. U tom trenutkuce biti
V, =V,. U narednom trenutku kontrolna masa fluida, udteehtnja, zauzima neku novu
zapreminuv,,,, (tackasta linija), dok kontrolna zapremiia ostaje nepromijenjena .
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Sl.2.1
Kontrolna zapremina i masa u
dva susjedna vremenska treenutka

Izvod materijalnog integrala (2.5¢ po definiciji biti

DN . N, —N
— =lim,, ,—& -t
Dt A0 At
U dodatkuAl je data anliza ove graime vrijednosti, na osnovu koje slijedi izvod
DN D 0 -
—=—|nodV=—|nodV + |no| vd A |, 2.6
o0~ = g v v

poznat kao Reynolds-ova transportna teorema.
Ako se saN,, ozn&i veli¢ina stanja koja odgovara masi fluida koja se nalaziar

kontrolne zapremin¥, , slijedi

mzm+jnp(9d,&j. 2.7
Dt ot A
Znxenje pojediniktlanova u ovom izrazu je:
% :%J'npdv ukupna promjena (izvod) bilo koje v&@he stanja koja se
\%
odnosi na kontrolnu masu.
%Inpdv = % promjena bilo koje valine stanja materije koja se nalazi unutar
Vi
kontrolne zapremine.
J‘np((/d Aj protok bilo koje veliine stanja kroz kontrolnu povrsinu.
A

Imajuci to u vidu, slijedi da je ukupna promjena (izvoeke veltine stanja koja se odnosi na
kontrolnu masu, jednaka zbiru promjene te dhed stanja unutar kontrolne zapremine i
njenog protoka kroz kontrolne povrsine.

Ukoliko se kontrolna zapremina Kee kroz prostor a pri tome ne mijenja oblik i aiu,
onda izrazi (2.6) i (2.7) vaze i za takav ¢glll za sve vetine definisane u odnosu na
kontrolnu zapreminu. Vrijednost skalara (pritisedmperatura i sl.§e biti ista u datoj t&ki
prostora bez obzira na koordinatni sistem u komeefenisana, Sto nije staj sa brzinom i
ubrzanjem. To zr@da seclanovi koji sadrZe brzinu i brazanje moraju ragiava prenosnu i
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relativnu komponentu i izvedene izraze primijesiimo na integrale koji sadrze relativhe
komponente. Integrali sa prenosnim komponentanracggu lako sréunati jer su prenosna i
ugaona brzina iste za sve djeliunutar kontrolne zapremine. Brzina u povrSinskim
integralima izvedenih izraza j€igledno relativna brzina.

2.2
Jednafina kontinuiteta u inteqgralnom obliku

Jednéina kontinuiteta proizilazi iz zakona o odrzanjusmaNa osnovu definicije sistema kao
konrolne mase slijedi da se masa sistent@ maijenjati pri njegovom kretanju kroz prostor.
Promjena mase u jedinici vremef® prema tome biti jednaka nuli,

DM _ D
——=—[pv=0. 2.8
Dt Dt\-[pd

Pri rjeSavanju praktnih problema pogodnije je, u najyam broju sldajeva, posmatrati
sistem kao kontrolnu zapreminu, odnosno analizsttijanje fluida u nekom odredjenom
prostoru kontrolne zapreming , kao npr. na sl.2.2 i sl.2.3.

Sl.2.2
Strujanje fluida kroz cijevni vod

Sl.2.3
Punjenje i prznjenje rezervoara

¢ Vsr, A

Primjenom Reynolds-ove transportne teoreme, ithajwidu da je u ovom st@ju n=1, izraz
(2.6) se svodi na sleéieoblik

%V{pdv+ip(VdA)=o. 2.9
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Koli¢ina fluida unutar kontrolne zapremim, , je funkcija samo od vremena, na osnovu
¢ega slijedi,

0 oM dM
_ V: K z_k,
atvj;pd ot dt
odnosno,
dMm, L
+ vdA]=0. 2.10

Dobijeni izraz predstavlja jedti@u kontinuiteta u integralnom obliku pri strujanju
nestisljivog ili stisljivog fluida. U sltiaju stacionarnog strujanja prilan je jednak nuli, pa
se jednaina kontinuiteta svodi na sledleblik,

IP(WAFO- 2.11
A

Za kontrolnu zapreminu prikazanu na sl.2.2, kojadptavlja dio nekog cjevovoda u kome
fluid struji u pravcu normale na pogre presjekce biti

[ovdA = [ p,vdA,, 2.12
A A

odnosno

PV A = PV, A, =const 2.13

Kada fluid struji nestacionarno onda svakicsjupredstavlja poseban problem u zavisnosti od
stiljivosti fluida i nestacionarnosti. Ako je w&hju prikazanom na sl.2.2 fluid nestisSljiv i u
potpunosti ispunjava kontrolnu zapreminu, onda miigda unutar kontrolne zapremine
mora biti konstantna i pri nestacionarnom strujaglijedi dac¢e jednaina (2.13) vaziti i u
tom slw&aju, pricemuce gustine biti iste u oba presjeka.

Na sl.2.3 je prikazan tipan primjer nestacionarnog strujanja stisljivog dlui— punjenje
odnosno praznjenje rezervoara. N osnovu izrazd®)&lljedi promjena mase fluida unutar
rezervoara,

dM ~
X =—Ip(VdA)=ipvsrA. 2.14

dt A
Znak u ovom izrazwe biti pozitivan u sluSaju punjenja rezervoara rabto. Analognim
putem, ko Sto je prikazano za dio cijevi i rezeryoaoze se odrediti jedti@ma kontinuiteta za
bilo kakv strujni prostor.

2.3
Jednafina kontinuiteta u diferencijanom obliku

Elementarna kontrolna masdm= pdV, fluidnog djelta se née mijenjati pri njegovom
kretanju kroz strujno polje. Imajuto u vidu, slijedi da je
D(dm) _ D(pdV) -0

2.15
Dt Dt
odnosno,
Do 4+ PAY) g, 2.16
Dt Dt
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lzvod Dp/Dt predstavlja totalnu promjenu, materijalni izvodjsgne sa vremenom. S
obzirom da je p=pXyzt )i da je za djeti koji se krée: v, =dx/dt,
v, =dy/dt,v, =dz/dt,

dobija se da je
Dp_dpdt, dpdx dpdy, dpdz_dp
Dt oJtdt oxdt odydt ozdt ot
Promjena zapremin®(dV , Jpri kretanju djelta kroz prostor se moZze odrediti analizitaju
dva uzastopna polozaja djgiprikazanog na sl.2.4.

+vgradp. 2.17

AY
;7‘,
v | dy| > v, sl.2.4 | o
x M I 1 ] X Promjena zapremne fluidnog djedi
/// dx il pri kretanju u pracu ose x
S -
\'%

Promjena zapremine usled strujanja samo u pra\ﬁe:lx,dé(dV)|X, u dva susjedna vremenska
trenutkace biti
D(dV)|, = dV,,y|, = dV,|, =V,.4dtdydz-v,dtdydz.

S obzirom na proizvoljno male dimenzije fluidnogldja, moZze se smatrati da je promjena
brzine djeléa duz ose x linearna,

Vx+dx = Vx + an dX'
ox
na osnovuega slijedi da je
D(dV)|, = ‘:’X dxdydzdt 2.18
X X
Analognim putem se moZe dobiti promjena zapremstedukretanja djeta u z i y pravcu:
ov
D(dV)|, =— dxdydzdt, D(dV)|, = v, dxdydzdt 2.19
Yooy Z 0z

odnosno ukupna promjena zapremine,

D(dV) _(odv, Ov, av,
= + +

Dt ox o9y o0z

Smjenom (2.17) i (2.20) u (2.16) dobija se op#ereéncijalni oblik jednaine kontinuiteta,
koji vazi za sve vrste fluida i strujanja,

jdV =divudV . 2.20

%—f+div(p\7) =0. 2.21
Za stacionarno strujanfe biti
div(ev) =0, 2.22
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dok se za nestisljiv fluidg = cons) svodi na oblik,

div(v) =0. 2.23
Jedndina kontinuiteta u cilindtinom koordinathom sistemu,

op 10 10 0

—+——\prv, J+——(pv,)+—|\pv, =0, 2.24
ot rar(p r) rae(p e) ay(p y)

je pogodna za analizu osnosim@tih strujnih polja.

2.4
Jednafina kretanja u integralnom obliku

Fluidni djelici kontrolne fluidne mase M, zapremine V, sl.2.5¢krse brzinomv, koja je u
opStem sltiaju funkcija koordinata i viemen&,=v x y zt , )

M,V

P - SI.2.5
//' v Kontrolna masa M zapremine V u
dmw brzinskom poljw =v X yzt )

|

v

Kolic¢ina kretanja nekog fluidnog djéa mase dnde biti

dK =vdm 2.25

dok je ukupna kotina kretanja kontrolne mase M, zapremine V,

K =jidm=J'pT/dV 2.26
\% \Y

Prema drugom Newton-ovom zakonu, promjenackadi kretanja u jedinici vremena jednaka
je rezultanti svih sila koje djeluju na fluidnu noias
bKk.b pwV =R, 2.27
Dt Dty
Izvod materijalnog integrala je definisan Reynotd®m transportnom teoremom (2.6) na

osnovu koje, s obzirom da je u ovomesliu N =K i n=1, slijedi

D, . 0 ¢ e

E\J;'OVdV :E\{pvdv+/£pv(vdA), 2.28
odnosno,

%\{deV+}£pY/(Y/dA)= R. 2.29
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Ovako dobijena matemakia formulacija, koja proizilazi iz Drugog Newtonay zakona,

odnosi se na fluidnu masu koja se u datom trenutkmena nalazi u kontrolnoj zapremini.

Poznata je kao dinatka jedngina kretanja u integralnom obliku. Prélan u ovom izrazu

predstavlja parcijalnu promjenu k&he kretanja u jedinci vremena unutar kontrolne

zapremine, dok drugian definiSe protok katine kretanja kroz kontrolne povrsSine.

Rezultantu sila koja se pojavljuju na desnoj stjadinakosti s&njavaju:

 Spoljasnje ili zapreminske sil& , nafe&e sila polja zemljine teZz&, ili nekog

drugog polja, npr. elektromagnetne sile za ¢alu provodnog fluida u
elektromagnetnom polju.

 Povrsinske sile (sile pritiska ili trenja na spoljnim povrSinamaiéia).

2.5
Jednafina kretanja u diferencijalnom obliku: Navije-Stoksova (Navier-
Stokes) jedn&ina

Diferencijalni oblik jedngine kretanja se dobija primjenom Drugog Newton-ozagona na
elementarni fluidni djeti mase dm, koji se kée kroz prostor brzinonv . Promjena kotiine

kretanja fluidnog djtta dK u jedinici vremena jednaka je rezultardR, svih elementarnih
sila koje djeluju na fluidni djedi
D(dK) _ D(Wm) _ B

Dt Dt
Na osnovu jednane kontinuiteta (2.15) jé@(dm)/ Dt = 0. Imajwi to u vidu slijedi da je,

2.30

dm> = R, 2.31
Dt
odnosno,
Dv ~ Dv ~ Dv _
V—==0mR V—L=R V—2=mR,. 2.32
pd Dt < A Dt y A Dt ‘

Komponente rezultujie elementarne sile u pravcu pojedinih osa predafavizbir
zapreminskih i povrSinskih sila koje djeluju naidloi djeli¢ u tim pravcima. Analiza ovih sila
je data u odjeljkuiA2, u kome su izvedeni slegl@zrazi:

oo
dR< - pX+aUxx + yX +aazx dV,
0x oy 0z

do,, do, 00,
dR, =| pY + + + av, 2.33
0x oy 0z
0o
dRZ — ,OZ + aaxz + yz + ao-zz dV,
0x oy 0z

u kojima sug; komponente povrsinskih napona na stranicama fagdtielca a X, Y i Z

komponente zapreminske sile, fegje sile zemljine teZ&5 . Smjenom u jedrigne (2.32)
dobijaju se diferencijalne jed&iae kretanja:

do
DV, _y 1(60XX L 9%, aazxj,

Dt ; 0Xx ay 0z
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2.34

Dv, 1(do,, 00, a0,
=Z+— + + ,
Dt P 0OX ay 0z

Imajwéi u vidu da je totalno ubrzanje fluidnog dfelikoji se krée u polju brzinev(x, y,zt),
DV _0v ovdx ovdy ovdz_ ov ov ov ov
-t —— 4+ ——=+ ——=— 4V, —+V, —+V —
Dt adt oxdt odydt ozdt ot *ox oy ‘oz
diferencijalne jedn&ne kretanja se mogu napisati u skezta obliku:

ov, v, v, ov, 1(do, 00, a0,
+V +V +V =X+— + + ,
ot “ox Yoy ‘oz Pl ox oy 0z
ov, v, ov, v v, v, ov, :Y+£ do,, . do,, N do,, | 235
ot ox 7oy 0z ol ox oy 0z
av, v, ov,  ov, 1(do,, 00, a0,
+V +V +V =Z+— + + ,
ot *ox Yoy ‘oz ol ax oy 0z
ili, koristeci pravila tenzorskog tana, u skréenom vidu,
ou. ou. 100,
Ly =F +=—1, 2.36
ot ox ' pox

u kome indeksi i j predstavljaju redom kordinate x, y i z.

Diferencijalne jednéine kretanja u opStem obliku (2.34) i (2.35) vaaesze vrste fluida, za
laminarno i turbulentno strujanje. Broj nepoznatih ovim jedng&inama je deset (tri
komponente brzine, gustina i Sest komponenti tenz@pona), a ukupan broj jedime,
zajedno sa jedidamom kontunuiteta j&etiri. Potrebno je, prema tome, uvesti nove jédre
u vidu hipoteza o vezama izmedju napona i brzirierdgsanja jer je kretanje i deformisanje
fluidnog djelice uslovljeno naponima koji na njega djeluju. Do hoviipoteza se dolazi
analognim putem kao i u teoriji elastosti, polazé od sledéih hipoteza:

* Naponi su linearne funkcije brzina deformisanja

* Fluid je izotropan (njegove osobine ne zavise @qa)

« Kada je brzina deformisanja jednaka nuli, tj. Flimduje, zakon kretanja se svodi na
Euler-ovu jedn&nu za miran fluid u kome djeluje samo normalni oap-p, jednak u
svim pravcima.

U dodatkuA3 je detaljno izveden postupak kojim se, potazed ovih hipoteza, dobijaju
sledei izrazi za devet komponenti tenzora napona:

ov, 2 .
O =—p+2U———diw,
w = TPr U
o,=—p+2 avy—z,udivv
yw =P 'uay 3 '
o =-p+2u®e 24w, 2.37
oz 3
S LA
v = I = H dy 0x )’
ov, . 0v,
c)-XZ:C)-Z)(Zp' + '
(62 axj
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ov, avZ

g,=0 :

=%y =H 5, ay
Koristeti pravila tenzorskog rauna, izrazi za napone se mogu napisati i u¢gkram obliku
o, =—pd, +0 =—pd, +U %+% -3, |.1dIW 2.38

1 [ [ 1 axl an [ 3 ’
u kome indeksi i j predstavljaju redom kordinate X, y i z, dokde Kroneker-ov simbol,
koji je jednak jedinici za = j i nuli zai # j. Prvic¢lan u izrazu (2.38) je poznat ka sferni dio
napona, jer se pod dejstvom pritiska mijenja zaprardjelica dok oblik ostaje nepromijenjen
(sfera ostaje sfera), dok je drugi deviajtorski dapona koji izaziva promjenu oblika dfeli
materije.
Jednéine (2.37) su poznate kao Stokes-ov zakon o viskogin i predstavljaju Sest
dopunskih veza izmedju napona i brzine. Komponerapona su definisane kao liearne
funkcije komponenti brzina deformisanja i ucju mirovanja fluida se svode na pritisak —p,
Sto je u skladu sa navedenim hipotezama. Isto takde se uditi da se za skaj nestisljivog
strujanja u paralelnim slojevima (npr. duz x-ogejn&ine (2.37) svode na Newton-ov zakon
0 viskoznosti,

—_ —_ X —
Oy =0, = Y =7

pa se, prema tome, mogu smatrati uopStenim zaka@nzaskoznosti.
Uvodjenjem izraza (2.37) jedéiae kretanja (2.34) dobijaju sledl@blik

v, . X —l@+ VAV, +Ki(d|w)
Dt P 0X 3 0x

Dv

oy 2Py Y9 (hive), 2.39
Dt p oy 3 dy

by, Z- 1p +VAV, +Ki(dlw)
Dt p 0z 30z

Ovim skalarnlm Jedrxﬁnama odgovara jedna vektorska,

bv_ F-= gradp+ VAV + — graddlw 2.40
Dt Jo

poznata kao Nawer-Stokes-ova jetina., koja se s obzirom na (2.35) moze napisati i u
obliku,

a—V+vxa—v+vy@+vza—v=If—lgradp+|/A\7+Kgraddiv«7. 2.41

ot 0x oy 0z P 3

Kada je quid nestisljiv, ivww = 0), Navier-Stokes-ova jedtima se pojednostavljuje,

v _g ——gradp+ VA 2.42
Dt Jo

Pri strujanju savrSenog (bezviskoznog fluidas ) Navier-Stokes-ova jedtima se svodi na
Euler-ovu jednéinu za strujanje savrsenog fluida,

bv_ If——gradp, 2.43

Dt Jo

a u sl¢aju mirovanja viskoznog ili savrsenog fluida naétbvu jedndinu za fluid u stanju
mirovanja,

F :lgradp. 2.44
0

25



Navier-Stokes-ova jedtima zajedno sa jedtimom kontinuiteta, sa odgovargjm pocetnim

I granicnim uslovima u potpunosti definiSe laminarno stnjgaviskozng nestisljivog fluida.
Pri strujanju stisljivog fluida pojavljuje se jo8dna nepoznata, gustina flujda koja je u
opStem sldaju funkcija pritiska i temperature, tako da je pleadna upotreba jedéiae stanja
I energijske jedn&ne.

Navier-Stokes-ova jedtima i Stokes-ov zakon o viskoznosti su, s obzir@amjihov zn&aj,
date u ostalim koordinatnim sistemima u dodaiRu

2.6
Diferencijalne jednacine kretanja pri turbulentnom strujanju viskoznog
fluida: Rejnoldsove (Reynolds) jedndine

Turbulentno strujanje karakteriSe intezivna razmjene samo fluidnih djgla izmedju
susjednih slojeva (transport mase),¢ vie svih ostalih karakteristnih strujnih veléina
(kolicine kretanja, toplote itd.). Pored toga, prisutoei pulzacije napona, brzine, pritiska,
temperature i sl. Strujanje se ne odvija u slojeyintako dace i u najednostavnijim
slicajevima (strujanje izmedju dvije paralelne qdp strujanje kroz pravu kruznu cijev i sl.)
sve tri komponente brzine biti raste od nule i izrazito nestacionarne. Navedene
karakteristike turbulentnih strujanja stvaraju dmlei teSka@e pri formiranju pogodnog
matematikog modela - sistema jedhaa koje bi u potpunosti opisale turbulentno stnjga
Cak i pod predpostavkom da Navier-Stokes-ove jéideavaze i pri turbulentnom strujanju
neophodno je, s obzirom na izrazitu nestacionayrusted grardinih poznavati i péetne
uslove. To podrazumijeva poznavanje brzina u datmmutku vremena u svim deama
strujnog polja. Imajéi u vidu karakter turbulentnog strujanja, do ovaglatka nije mogte
dodi ni u slwtaju najednostavnijih strujnih polja.

Prve korake ka rjeSavanju ovog problema je napr&@sborne Reynolds, koji je izveo
diferencijalne jedn&ne prosjénog kretanja nestisljivog fluida uvodeu ratun prosjéne i
pulzacione vrijednosti svih vélna koje ulaze u Navier-Stokes-ove jedina, sl.2.6.

q)(t)ﬂ
ﬁ)’(t) (D(o“
7'y A T \//\V/\\/ /\ D) _
D
D
< L B . t g t
(a) (b)

Sl.2.6 Proizvoljna funkcijag(t) . (a) Prosjeéna vrijednost funkcije nezavisna od vremena. (b)
Prosj&na vrijednost funkcije zavisna od vremena
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Prosj€na vrijednost neke funkcijg(t), date na sl.2.6a, je definisana kao srednja wwgstl
funkcije za neki interval vremena,

7 :ij;a(t)dt, 2.45
r 0

pri ¢emu jer vremenski interval dovoljno dug, tako da se prasgevrijednost funkcijeg t( )
ne mijenja daljim pouwsanjem ovog intervala. Funkcija t 6¢ u nekom trenutku vremena t
mozZe izraziti kao zbir prosjee vrijednosti@, koja ne zavisi od vremena, i pulzacije ili
fluktuacije , ¢' €),

gt =p+d(t). 2.46

Na sl.2.6b je prikazana funkcija t ( fija ¢e prosjéna vrijednost zavisiti od vremena t.
Prosj&na vrijednost funkcije u ovom slaju se ne moZze definisati izrazom (2.45).

Za vremensko osrednjavanje funkcge ,(@(t) i @ (t) ¢e, &igledno, vaziti sledee relacije:

. = a_ do —
Cw=C¢,¢=¢,—¢)=—¢,¢=

o PO Are=ata ae=an. 2.47
Polazeéi od predpostavke da Navier-Stokes-ova jédre (2.41) i jedné&na kontinuiteta
(2.21) , koje se za sigj nestisljivog fluida svode na sle€deblik ,
a_v+vxa_v+vy6_v+ Zav—lf——gradpﬂ/Av 2.48
ot 0x ay 0z Yo,
diw =0, 2.49
vaze i pri turbulentnom strujanju nestisljivog tlai Reynolds je definisao pritisak i brzinu u
ovim jedn&inama kao zbir prosfmih i pulzacionih vrijednosti:

P=Pp+p,V=V+V,V, =V +V,,V, =V +V,V, =V, +V,, 2.50
na osnovitega slijedi:
ov+Vv' OV HV . YOV+V . \OvV+V
+(Vx+vx) +(Vy+vy) +(Vy+vz) -
ot ox ay ay 251

—% grad(p+ p')+ VA(\m),

(v, +v,), 0V, +v)) a(v, +v.)
0X oy 0z
Transformacijom vektorske jedéine (2.51) na skalarni oblik, a zatim osrednjaean;
svakogc¢lana u ovim jedndnama za vremenski interval, imajwi u vidu relacije (2.47), u
slicaju kada prosgne vrijednosti brzine ne zavise od vremena, dabgaj sled& jedn&ine:

v, o, ov VL OV, oV,
v, ov v, ov v, ov, = X —@-F,UA\_IX—,O AVAYA AN +6\/va ’
0Xx ay 0z 0x 0x oy 0z
— — — _ B \/r ] \/r ] \/r ]
oV Yy vy, 2 +V, aVyj=p¥——'o+uAv _p ey | Oy | 0 ZVV}, 2.53

divly v )= =0. 2.52

“ox 7 ooy 0z ox dy 0z

ov, _ ov, _ 0V, a\/xv'Z vV, vy
Vx + Vy z pZ - + iUAV + + '
ox ay 0z 0x ay 0z
ov v
My My OV gy 2.54
ox oy z
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Ove jednaine su poznate kao Reynolds-ove jetin@ prosjénog kretanja pri turbulentnom
strujanju nestisljivog fluidaClanovi na desnoj strani ovih jediiaa, koji zavise od pulzacija
brzinev,, v, i v, imaju karakter napona. Njihova ftkia sustina se moze najboljecitbako

se posmatra pulzaciono kretanje fluidnih dgliz jednog sloja u drugi. Neka dva susjedna

sloja razdvaja ravan y-z, sl.2.7, i neka fluid gtkuoz element dydz te ravni brzinom .
Koli¢ina fluida koja prodje kroz tu elementarnu ravan je

d(dm) = —pv, dA dt
sa koltinom kretanja

( d(dK) = d(dm)V' = -pv.dA, Vdt.

yA
dy
Vy’
s
L y’ Sl.2.7
. Strujanje fluida usled pulazcionog kretanja kroz
Vx’ X elementarnu ravan dydz
\%
dAx=dzdy
z/ b

Sila koja djeluje na elementarni djetie biti
d(dK) _

dF' = S ~ V. dAV
a odgovarajéi vektor napona na ravamA, ,
o, = £ =-v.V

X dA( X "

Prosj&na vrijednost ovog vektora napona je

T, = ~pVNi = pVV, |~ pUNk = 0, + 0l [ +a k.
Na slican n&in se mogu dobiti i izrazi koji odgovaraju strujarkroz elementarne ravni dxdz

i dxdy. Imajli to u vidu,¢lanovi na desnoj strani Reynolds-ovih jedina se mogu napisti u
obliku:

[ovv. oV, aW} 90 30, a0,
+ + = + +

Z X ZX

0x oy 0z 0x ay 0z

-p

OV, 0NN, OV, |00, 09, 00, 2.55
oX ay 0z 0x oy 0z

zZ"Z

0x ay 0z

-p

oV, oV, aW} g0, 00, do.
+ + = + +

u kome su naponi
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g =—pVV, 2.56

] 1
poznati kao Reynolds-ovi naponi. Njihove présie vrijednosti se mogu predstaviti u vidu
slede€e matrice

! ! !

g, O

XX yX zX

o o A A A Ay VAT

Oy Oy O, |==PVYV, —pVV, —pVV 2.57

Xy yy zy

! ! !

g, O

Xz yz 2z

Ovi naponi ne potu od viskoznih vé od inercionih nelinearniilanova u Navier-Stokes-
ovim jedn&inama, pa bi se pojavili i pri turbulentnom stryjaneviskoznog fluida.
Reynolds-ove jedriine sadrze deset nepoznatih; tri komponente brzmnigisak i Sest

komponenti pulzacionih napona (s obzirom daaje 0’ zai # j). Da bi sistem postao

zatvoren potrebno je, u opStem ¢&sl, pored jednane kontinuiteta jos Sest dopunskih veza
(jedn&ina) u kojima se ne bi nalazile nove nepoznate.

Ove dopunske veze nijesu do danas formulisane Zti spfaj strujanja. RjeSavanju
problema se priSlo préavanjem medjusobne zavisnosti karakteristika tecije
(pulzacionih komponentu napona i brzine) i brzimespgnog kretanja. Na ovaj tie su
nastale dopunske jedfiae koje povezuju wepostojée fizicke veline. Pojedine konstante
koje se pojavijuju u ovakvim jedtimama se moraju odrediti eksperimentalnim putem
Ovakav prilaz rjeSavanju problema i rezultati ksji proizisli su poznati kao puluempirijske
teorije turbulencije. Najpoznatije su: Prantlovaaiititl), Tajlorova (Taylor), Karmanova
(Karman), rejnoldsova (Reynolds) i druge. Porechdegbrija, u poslednje vrijeme su sve viSe
prisutna numetka rjeSenja koja se dobijaju direktnim integralgmj Navije-Stoksovih
(Navier-Stokes) ili Rejnoldsovih (Reynolds) jedima.

g

—PVY, —pVV, -

2.7
Bernulijeva (Bernoulli) jednacéina.

Ojlerova (Euler) i Navije-Stoksova (Navier-Stokgsiin&ina su veoma slozene i mogu se
integraliti u zatvorenom obliku u relativno malormoju sluwtajeva. Jedan od njih, koji ima

izuzetan praktian zn&aj, je strujanje du? strujniceu polju zemljine teZe K = gradU). S
obzirom da je brzina u tom slaju vV = v(s,t) slijedi
DV _ oV ov

— =V—+—, 2.58
Dt os ot

Sto poslije smjene u Ojlerovu (Euler) jedmau (2.43) daje

a—V+va—v— gradU ——gradp 2.59
ot 0s P

Mnozei ovaj izraz sa elementom strujni@B, i imajuéi u vidu da je za neku funkcijg ,
grad¢gds=d¢, u polju zemljine teze y = —gz), ¢e biti

2
a—vcé d — +@+gdzzo. 2.60
ot 2 yo,
IntegriS«i ovaj izraz duz strujnice izmedju dva proizvoljpiesjeka slijedi

Vo vy
o4z -2) +j j—ds 0. 2.61
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Kada je strujanje nestisljivo i stacionarno, dahijeraz se svodi se na slédeblik,

i P Vs P
2+,0+ng 2+p+gzz, 2.62
koji predstavlja zakon o odrzanju kingte i potencijalne (mehatke) energije i ima izuzetan
zn&aj za prakidnu primjenu. Dobijeni izraz je poznat kao Bernojda jedndina za
strujanje savrSenog fluida duz strujnice.

Slican izraz se moze dobiti i integraljenjem Navierkewove jedn&ne u obliku

2 S, 2
%+gzl—j@=v—2+gzg+ghn+ghw 2.63
St P 2
u kome su:
Zov 2 1 .
ah, =J'—ds, gh, = J'V(A\?——graddleds 2.64
L ot Y 3

Za sl&aj strujanja nestisljivog fluida slijedi,

Vi P, Vo, P, . _Fonx

—+—=+0z =—=+-—=+0z,+gh,; ghm—J'vAV(ﬁ. 2.65

2 p 2 p 4

Poslednjiclan u ovoj jednéini predstavlja energiju po jedinici mase koja senmnjenjuje
izmedju presjekas, i s, usled dejstva tangentnih napona (sila trenja).ai¥adem broju
slicajeva u pitanju je dio mehatkie energije koji se usled trenja transformise utrtasmju
energiju. Ovajc¢lan se moze analiki odrediti samo u strujnim poljima jednostavnog
geometrijskog oblika. Nag<e se oznéava sagh, i odredjuje eksperimentalnim putem.

Dobijeni izraz vazi i za sliaj turbulentnog strujanja sa progjan vrijednostima brzine i
pritiska, duz strujnice progjeog strujnog polja.

30



GLAVA 3

ENERGIJSKA JEDNA CINA

; ; 2 ‘z\,m 3

James Préot Jble rnéuli
1818-1889 1700-1782

31



Uvod

Na osnovu niza eksperimentalnih rezultata i iskastopSte zaklgeno je da se energija ne
moze unistiti ili stvoriti vé samo transformisati iz jednog oblika u drugi. kxak
predstavljaju nuklearni procesi koji nijesu predraatize u ovom poglavlju. To ztiada je
energija koja ulazi u neki sistem jednaka zbirurgipe koja izlazi iz sistema i energije koja se
akumulirala u njemu, Sto predstavlja formulacijk@aa o odrzanju energije. Slijedi da je
energija izolovanog sistema konstantna
Prvi princip termodinamike proizilazi iz zakona drbanju energije kada se uzme energija u
onom vidu u kome se s u Termodinamici. S obzirom da se u Mehanici #uahergija
sr&e u istom vidu kao i u Termodinamici, prvi princifgrmodinamike predstavlja
napogodniji oblik zakona o odrZzanju energije zdiandransportnih procesa.
Sve energije se mogu podijeliti u dvije osnovnepgruNazivi grupa nijesu univerzalni,
medjutim obije grupe imaju neke bitne karakteristpo kojima se razlikuju. U prvu grupu
spadaju one vrste energije koje posjeduje odredppasa materije zapremine V ili dV u
datom trenutku vremena t. MoZe se upotrijebiti naapreminska energije. To su:

» Kineticka energija,E, (J) ili e (J/kg), koja je funkcija kretanja mase.

 Potencijalna energijak,(J) ili e, (J/kg), koja je funkcija polozaja mase u nekom

spoljasnjem polju sila.
* UnutraSnja energijal (J) ili u(J/kg), koja je funkcija energije molekula i atoma
unutar mase odredjenog sistema.

S obziroma da je kineta energija elementarnog djeli materijedE, =dmv /2, promjena

kineticke energije u toku nekog procesa zavisi samo atétpe i krajnje brzine djela
materije. Promjena potencijalne energije u poljnZeyvativnih sila je jednaka radu ovih sila
koji zavisi samo od petne i krajnje pozicije djela. Kon&no, unutradnja energija se sastoji
ot kineticke i potencialne energije atome i molekula u poijwtrasnjih sila. Promjena ovih
vrsta energije u toku nekog procesa zavisi samuripelinosti koje maju na @getku i kraju
procesa, bez obzira nadmraodvijanja procesa. Na osnovu izloZzenog proizitkzsu ove vrste
energije veltine stanja. One definiSu stanje sistema u datomutke vremena, jer sistem
sadrzi odredjenu konéku, potencialnu ili unutrasnju energiju.
U drugu grupu spadaju one vrste energije koje peeka jednog sistema na drugi, moze se
upotrijebiti naziv tranzitna energije. To su:

* Toplota,Q(J) ili gq(J/kg), energija koja prelazi sa jednog sistemdmigi kao rezultat

termicke neravnoteze, nejednakih temperatura dva sistéingstema i okoline.
Rzmjena ove energije se odvija na molekularnomuivo
« Rad, W(@J) ili w(J/kg), energija koju mozZe odati ili primiti sistekao rezultat

mehantke neravnoteze dva sistema ili sistema i okolingergija se razmjenjuje u
vidu rada kada sile koje djeluju na sistem izaziy@mjeranje djedia sistem.

Ove vrste energije zavise ne samo odighaog i krajnjeg stanja u kome se sistem nalazi ve

od puta izmedju krajnjih taka, tj. od n&na na koji sistem mijenja stanje. One nijesu

velicine stanja vévelicine procesa. Sistem ne sadrzi toplotu ili raél hesamo razmjenjuje.
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3.1
Energijska jedna¢ina u integralnom obliku

Na sl.3.1 je prikazan sistem kao montrolna masazapremine V, koja se moZe kretati i
deformisati.

Edov

brzinev = V(x,y,zt)

oY

e Sl.3.1
/dy Kontrolna mas& zapremine/ u polju

<y

Ako je E ukupna energija koju sadrzi sistem u bilo kom utkn vremena t E,, energija
koja se dovodi sistemuE,,, energija koja se odvodi iz sistem&] energija koja se generise

u sistemu, na osnovu zakona o odrzanju energijedistla je za neki proces koji se odvija u
vremenskom intervaludt bilans dovedene, generisane i odvedene energif@kepromjeni
energije sistemaE;

Egoo + E; — Eoq, =AE, 3.1

Za dovoljno mali vremenski interval dt, ovaj izrg& moze napisati i u diferencijalnom obliku
dE,, ,( dE; dE,, _ DE

dov +
dt dt dt Dt

Promjena energije sistema u jedinici vremena jeadma sa velikim slovima, u skladu sa

objasnjenjem datim u poglavlju 2.1.

Energija sitema je jednaka zbiru kirsée, potencijalne i unutrasnje enrgije,

E=E +E,+U. 3.3

Ako se energija po jedinici mase oZnsa e onde je speaifia energije sistema,
2

v
e=e +e, +tu=—+gQgz+u, 3.4
k p 2

3.2

dok ¢e ukupna energija sistema biti
E= j eodV . 3.5
\%

Energija koja se dovodi ili odvodi je tranzitna egige. U tu energiju spadaju rad W i toplota
Q, kao i energija razmijenjena Zemjem. Generisana energija je degge energija koja se
generiSe u nekom toplotnom geijaili u nekom hemijskom procesu. U zavisnosti ogatola

li se dovode ili odvode, rad i toplotge u izrazu (3.2) ¢ sa pozitivnim ili negativnim
znakom. Moze se predpostaviti bilo kaja kombinadgse rad i toplota dovode ili odvode ili
da se rad dovodi a toplota odvodi. Treba imatiduwila se znak za rad ili toplotu u finalno
dobijenom izrazu mora promijeniti ako se izraz &briu uslovima suprotnim od
predpostavljenih. Uobajena predpostavka je da se toplota dovodi a raddidjer na tom
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principu rade motori sa unutrasnjim sagorijevanjearne masine i turbine. Im&juto vidu
slijedi

dQ_l_dEg _dw _ DE
dt dt dt dt
Sto predstavlja uobajenu formulaciju prvog principa termodinamike.

U cilju analize rada razmijenjenog sa okolinom, qurgp je izvrSiti klasifikaciju rada u dvije
oshovne grupe. U prvu grupu spada rad koji mat@mjaa ili predaje okolini kao rezultat
povrsinskih sila odnosno napona koji djeluju natkaone povrSine. Ovaj rad se éeepod
nazivom strujni radV, . U drugu grupu nag<e se pojavljuje rad koji se preko neke osovine

, 3.6

odvodi iz kontrolne zapremine ili obratno, pozkab osovinski radV,. To bi npr. bio rad
koji turbina dobija od fluida ili pumpa predajeifiu. Ako na element kontrolne povrSigid,
djeluje sila dF , onad je vektor napona na tom elementu povrdinedF /dA, odnosno

dF = TdA. Rad ove sile na elementarnoj povrsini dAT@Ad , pri ¢emu jedl elementarna
putanja djelta, dokée nacitavoj kontrolnoj povrsini,A, , biti

dw, = [TdAd , 3.7
Ac
odonosno,
dw, _
L jrvdA. 3.8
dt A

Ukoliko je ugao izmedju vektoral i Vmanji od 96, rad koji razmjenjuje sistende,
ocigledno, biti doveden a proizvod vektdfa V pozitivan. S obzirom na usvojenu koncepciju
pri formiranju izraza (3.6), mora se promijenitiknu izrazu (3.8) pri njegovom ukfuvanju

u izraz (3.6). Primjenom Reynolds-ove transporgwdme (2.6), zaN =E i n=e, slijedi
dace promjena energije sistema biti,

DE D 0 =
—=—|eodV =—| pedV+ VdA. 3.9
ot =Dt Y = e eV [ o)
Smjenom (3.8) i (3.9) u (3.6), za &4j kada nema generacije energije u sistemu, slijedi
dQ dw, = 0 S
——-———=+ | TWA=—| pedV+ vdA. 3.10
dt dt Jk atv{ ~ jkp )

Postoje dva sktaja kada se dobijeni izraz svodi na jednostavriijiko Prvi je strujanje
savrsenog fluida. Tada je vektor napona normalakomérolnu povrSinu dA, postoji samo
normalni napon na pritisak,

¢ - dF _ ~pdA
dA  dA
pace strujni rad biti,
dw, -
"= -] pvad) = - [ Piowiay). 3.11
a3 AP

Drugi slwaj se javlja pri strujanju viskoznog nestisljivolifla i stacionarnom strujanju
viskoznog stisljivog fluida ako su elementi kont@lpovrSine definisani tako da fluid struji u
pravcu normale na kontrolnu povrSinu. Rad normébraponente vektora napona je isti kao i
u sluSaju savrSenog fluida date rad tangentnih komponenti biti jednak nuli jer je
komponenta brzine u tom pracu jedbnaka nuli. M@&e&asn&no, prvi princip termodinamike
za ova dva skaja, imajui u vidu (3.4) napisati u sledem obliku,
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2 2
dQ _ dw, :ﬂ V_+gz+u V+J'V—+gz+u+£ (pY/dA). 3.12
dtdt otyl 2 Al 2 p

Jedan od karakterighih primjera, koji se&éesto mogu sresti, je stacionarno strujanje fluida u
nekom uredjaju prikazanom na sl.3.2, u kome flaidjisu pracu normale kroz ulazni i izlazni
presjek.

dQ/dt

S1.3.2
Kuc¢iste pumpe ili
turbine

To moze biti npr. turbina ili pumpa gdje kontrohsazapremina predstavlja prostor u kome je
smjeSteno radno kolo. Ako se zanemari promjenairgustpritiska na ulaznom i izlaznom
presjeku, onda za stacionarno strujanje slijedi:

dQ _dW, ( Viu . P, Lo A
= oo g 22y +u \Y —-|a—/—+—+0z7 +u, |p,V , 3.13
dt dt { 2 0 g9z, 2 P> 2,srA2 2 0, 94 1 |PVisr

Koeficijent @ zavisi od raspodjele brzine po pofimem presjeku i moze se uzeti da je

a =1, za turbulentno strujanje. Iz zakona o odrzanju senaslijedi da je,
dm/dt=pV, A = oV, A

Ako se uvedu slede oznake: q=dQ/dm i w,=dW,/dm, onda se prvi princip

termodiamike odnosno zakon o odrZanju energije miodpisati u sledem, najele
koris¢enom, obliku:

Vie , Py _Vau , P,
> +p1+gzl+u1+q > +p2+gzz+u2+wo, 3.14

koji vazi za savrSen ili viskozan, stisljiv ili nedjiv fluid, pod uslovom da je strujanje
stacionarno i da fluid struji u npravcu normalekkmntrolne povrSine. Ukoliko se, suprotno
od uvedene prdpostavke, toplota odvodi a rad dosistkmu onda se moraju promijenti znaci
ispred specitine toploteqi radaw.

Za razliku od Bernoulli-jeve jedidame (2.74) ,

Vlz,sr + p]_ + _V;Sf + p2 + + 2 74

2 " 9z = ’, 9z +gh,,

koja predstavlja zakon o odrZzanju meld&ai (kinettke i potencijalne) energije, izraz (3.14)
predstavlja zakon o odrzanju ukupne energije. Ugjapeéi ove dvije jedndéine za sldaj
adijabatkog strujanja duZz strujnice dobija se da je

gh, =u, —u,. 3.15

To zn&i da se energija struje "izgubljena" usled tremgasformisala u unutrasnju energiju.
Ako se sistemu koji kao cjelina miruje dovodi tdaploslijedi da je u stacionarnom stanju

dQ=dU, odnosno da se dovedena toplota transformisalanutrasnju energiju. Do

2
V. P,
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pove&anja unutraSnje energijée dci i ako se sistemu, koji kao cjelina miruje, dovodi
osovinski rad, jer je tada u stacionarnom staajd{ =dU . Prema tome, toplota i rad su

ekvivalentni u energetskom pogledu. Do ovog z&khuje prvi doSao engleski nenik James
Joule.

3.2
Energijska jednacina u diferencijalnom obliku

Za djelic materije koji razmjenjuje energiju sa okolinai@, na osnovu zakona o odrzanju
energije, biti

dE,,, +dE, —dE,,, = dE, 3.16

odnosno

d(dE,,) , d(dE,) _ d(dE,,) _ D(dE) 3.17
dt dt dt Dt

U ovom izrazu sudg,, dovedenadE,, odvedenadE, generisana dE ukupna energija

djelica. Ako se djetiu materije prikazanom na sl.3.3 dovodi kila toplotedQa odvodi rad
dW slijedi da je
d(dQ) , d(dEy) _d(dw) _ D(dE)
dt dt dt Dt
Moze se, kao i u staju integralne analize, prepostaviti da se ragpiata dovode ili odvode
ili da se rad dovodi a toplota odvodi. Treba imatvidu da se znak za rad ili toplotu u
kona&nom izrazu mora promijeniti ako se izraz Kkoristi uslovima suprotnim od
predpostavljenih. To isto vazi i za generisanu gner

3.18

N T
A dy / B
I
d
I
, I
A T (< SI.3.3
DL _JC , Kontrolna elementarna masa
dz P y
V
D t
X ar
T+ B dx
on
A o dx

Zanemarivanjem radijacije, Sto je opravdano ukolike@ ne radi o relativno visokim
temperaturama, razmijenjena toplota kroz povrSipelicd ¢e se odvijati samo usled
kondukcije. Koltina toplote koja prodje kroz stranicu ABCD u prawse X je
d(dQ),, = —A‘Z—Tdydzdt, 3.19

X

dok ¢e kroz stranicuUA'B'C'D’ prcdi
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0/ 0 oT
d(dQX ordx _(A +&dxj—(-r +&dxjdydzdt. 3.20

0x
Bilans toplote dovedene usled kondukcije u pravaexoce, prema tome, biti
- _ _0(,0T
d(dQ) X d(dQX % d(dQX %+ix &()\ &jdth 3.21

Ako se uzme u obzir i prolaz toplote u pravcu gdaz onda je ukupna dovedena Kahia
toplote

d(dQ) = 3(/16_Tj+i 29T +E(A6—Tj dvat, 3.22
ox\ ox) oyl ody) o0z\ o0z

odnosno

dldQ) =div(AgradT). 3.23

dvdi

Rad povrsinskih siladW, , koji djeli¢ razmjenjuje sa okolinom je analiziran u doda#) u
kome je izveden sledeizraz za rad doveden fluidnom djeli

W
AAW,) _ vx(aoxx + 9y + aGZXj +vy(acyxy + 9% + aozyj +VX(60XZ + 9y + aGZZj

dvdt 0x oy 0z 0x oy 0z 0x ay 0z
v, v, v, v, ov, v, v, ov, v,
+Gxx_+0x_+0xz_+ox_+o _+Gz +sz_+oz_+ozz
ox Y ox ox oy Yoy oy 0z Y 0z 0z
3.24

Ovaj izraz se primjenom tenzorskoguaa, kao Sto je nhavedeno u doda#i) moze napisati
u skra&enom obliku

ddh,)_ 2 ( i i)' 3.25

dvdt  dx
Rad zapreminskih sila je jednak promjeni potencgaénergije, koja je uzeta u ukupnom
zbiru energija (3.4). Smjenom (3.23), (3.25) i J4(3.18), imajdi u vidu da jedE = edm,
slijedi zakon o odrzanju energije u diferencijalnobiiku

2 o(o.u.
o2 [Vt gz+u :div(AgradT)+e+M, 3.26
Dt{ 2 X
. d(dE,) ) | o
u kome jeg,, = v energija generisana u jedinici vremena po jediz@premine

fluidnog djelica.

3.3
Jednafina toplotne energije

Zakon o odrzanju energije u diferencijalnom obliKBL.26) nije pogodan za rjeSavanje
prakticnih problema osim u séaju mirovanja materije kojée biti analiziran u posebnom

poglavlju. Medjutim, kombinovanjem sa jedimom kretanja moze se svesti na
jednostavniji oblik pogodarza prakttnu primjenu. Mnozenjem izraza (2.31) sa brzinom
kretanja fluidnog djedia v, i imajwi u vidu da je

gDV _D(v
Dt Dt 2 )’
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slijedi
D 2

V = VoR.
ol e

Elementarna rezultuga sila dRje jednaka zbiru zapreminskikdm i povrsinskih siladlfp,
koje su date u dodatk&2, na osnoviega je

D(v* file]
pdV =pFdV +—L u dv, 3.27
Dt 2 6>q
Sto se moZe napisati i u bliku
o2 ZpdV pFuv +| -2 (0 u )-0 N gy 3.28
Dt ox - ! 7i ax, '

Zapreminska sila u polju zemljine teZe fe=gradU, pri ¢emu je funkcija potencijala
U =-gz kada je osa z usmjerena vertikalno navise. ltadp u vidu, slijedi da je rad

zapreminskih sila u jedinici vremena
ﬁv=£=—gz. 3.29
Dt Dt
Smjenom izraza za rad zapreminskih sila u jédna(3.28) i razlaganjem napona na sferni i
defiatorski dio, izraz (2.38), dobija se zakon ozatju mehartke (kinettke i potencijalne)

energije u diferencijalnom obliku

D (v? d _ ou.

—|—+0z o.u, |+ pdiw -g? —L . 3.30
o5 ] ) st
Kombinovanjem zakona o odrzanju energije (3.263kona o odrZzanju mehghe energije
(3.30) dobija se tzv. jedtma toplotne energije

02U div(AgradT) + e . — pdivi + ¢ O 3.31

Dt 9 Vox '
u kojoj je generisana energifg, nagese jednaka toplot, generisanoj u jedinici vremena
po jedinici zapremine materije.
Poslednji izraz u ovoj jeddmi predstavlja deformacioni rad povrSinskih silajikse
transformiSe u toplotu. Pri laminarnom strujanjgkaznog fluida, za koje su naponi dati u

funkciji brzine deformisanja Stokes-ovim zakonorskaznosti (2.37), ovaj rad se svodi na
sledéi oblik

40U, v\ (ov,) (ov. | (dv, ov.) (ov, ov,\’
ol —L=p2 LS Y [ ) Pt 2 B P R A e ) B S 2
' ox, ox oy 0z ox oy 0z  ox

2 2
ov, LoV, | _2(0y, avy AN Ho°,
0z oy ox ody 0z
poznat kao funkcija disipacije mehaké energijeud®"”. Moze se pokazati da je ova funkcija
uvijek veta ili jednaka nuli. Konéno se zakon o odrZzanju energije, zakon o odrznju
mehantke energije i Jeddaa toplotne energije mogu napisati u slkezta obliku:

(IJ ])

)(.

3.32

D (v? . .
p— 7+gz+u =div(AgradT) +¢&,, +——— 3.33

Dt
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D (v? 0 -
pa(?ﬂ;zj :a(aijuj)+ pdiw — 1", 3.34

p% = div(AgradT) +¢&,, - pdivi +pd”. 3.35
Jednéina toplotne energije se moze izraziti i u funkajntalpije, i =u+ p/p, umjesto
unutrasnje energije,

. Dp

Di . ,
pa = div(AgradT) +¢,, +E +ud”. 3.36

3.4
Jednafina toplotne difuzije

Kada djeléi materije miruju, zakon o odrzanju meh&@ energije (3.33) je indexki
zadovoljen, dok se zakon o odrzanju energije (3i3@¢dn&ina toplotne energije (3.35)
svode na jedr@nu toplotne difuzije,

div(AgradT) +e,, = pg—ltj : 3.37
odnosno
div(AgradT) +¢,, = 'OCV%_I' 3.38

Za tenosti i ¢vrste materije jec, =c, =c, dok je generisana energija ¢&fe toplota
generisana u elektmom grij&u, é,, =¢,. U najvéem broju sldajeva je koeficijent
toplotne provodnosti (kondukcijd)konstantan.
Specijalni oblici jedné&ne (3.38) su:
» Fourier-ova jednaina (nema generisanja toplote)
oT

div(AgradT) = 'OCVE' 3.39
Za A =const slijedi,
T= 10T : 3.40
a ot
» Poissonova jedndina (stacionaran problem)
div(AgradT) + g, = 0. 3.41
Za A = const slijedi,
N 3.42
A
» Laplace-ova jednéina (stacionaran problem bez generacije toplote)
div(AgradT) = 0. 3.43
Za A =const slijedi,
AT =0. 3.44

Laplace-ov operatoAT u cilindriénim (r,¢,z) i sfernim (r,¢,¢ ) koordinatama, sl.3.4,
ima sledéi oblik
0°T N 10T N 10°T o°T

T, lor 10T ,0T 3.45
o2 ror r?og? 07

AT =
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2 2
AT :la—(rT)+ - 1 9 siny o, . t 9 -I; : 3.46
resing oy oY ) resing dag

T Adr

F Y
A 4
4

S1.3.4Cilindri¢ni i sferni koordinatni sistemi

3.5
Karakteristi ¢na jednafina

Pri strujanju savrdenog fluida energija disipagi@" ¢e biti jednaka nuli jer je u tom siaju
viskoznost fluidag = 0. Pri strujanju viskoznog fluida sa intezivhom rgenom toplote sa
okolnim granénim povrSinama, energija disipacije biti zanemarljiva u odnosu na energiju
razmijenjenu usled kondukcije ili mehakog rada. Imajéi to u vidu, zakon odrzanju
energije (3.33), zakon o odrzanju melt&ri energije (3.34) i jeddma toplotne energije
(3.35) se, u skaju kada nema generisanja toplote, svode nadlebik:

2
p%(\% +gz+ u] = div(AgradT) — div( pv), 3.47
D (v?
—| —+ gz |=-vgradp, 3.48
P Dt( 5 g j gradp
Du . -
pﬁ = div(AgradT) — pdiw . 3.49

Jedndina toplotne energije se moze napisati i u funlanijialpije,

Di . Dp

— =div(AgradT) + —. 3.50
P Dt (g ) Dt

Prvi ¢lan na desnoj strani jedéine (3.49) predstavlja razmijenjenu ktiu toplote usled
kodukcije, izraz (3.23),

div(AgradT) = % :

a druigi, pdiw , mehantki rad koji djelic razmjenjuje sa okolinom.
Imajuéi u vidu da je:
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dm=podV, v=1/p i q=£,
dmr

poslije smjene u jedau toplotne enrgije (3.50) slijedi

di = dqg+vdp, 3.51
odnosno,
du=dqg- pdv. 3.52

Dobijeni oblici jedné&ine toplotne energijee, kao Sto je navedeno, vaZziti pri strujnju
savrsenog fluida, kao i u slaju strujanja viskoznog fluida kada su rad i toploizmijenjeni
sa okolinom mnogo & od energije disipirane usled trenja.

Na osnovu definicije spectine toplotec =dqg/dT, slijedi da jedq=cdT, dok¢e za idealne

gasove bitdu= ¢ dT i pv=RT. Smjenom ovih izraza u jedfhiau toplotne energije (3.52),

za sl&aj politropskih promjena stanj& € cons ) dobija se sleda veza

c-c
—pn:const, n= P

: 3.53

c-c,

poznata kao karakterigtia jedndina.

Ova jedndgina se moze upotrijebiti umjesto energijske jeiima za idealne savrSene
(bezviskozne) fluide, kao i za idealne viskozneid#u u sl¢ajevima kada se energija
disipacije moze zanemariti.

3.6
Pocetni | grani¢ni uslovi

Da bi se dobijene jedtime mogle integraliti potrebno je poznavatiéptne i granine uslove.
Pccetni uslovi su uslovi koje moraju zadovoljiti brainpritisak i temperatura u getnom ili
nekom drugom vremenskom trenutku

t=t; V=v(X, %2, p=pX V¥.2, T=T(XV,2). 3.54
Granini uslovi podrazumijevaju poznavanje brzine, pkiisi temperature na gra&mim
povrSinama. S obzirom da se viskozan fluid lijepi granéne povrSine, brzina na ovim
povrSinama mora biti jednaka nuli. Pri strujanjwrsanog (bezviskoznog) fluida brzina u
pravcu normale na strujne povrSine mora biti jednaldi. Brzina i pritisak mogu biti zadati i
na ulaznim ili izlaznim presjecima kroz koje flumtolazi pri strujanju kroz neki strujni
prostor. Temperatura takodje moze biti zadata aaikgrim povrSinama. Medjutim, umjesto
temperature moZze biti poznat toplotni fluks kroargine povrsine.

Za materiju u stanju mirovanja, za koju je tempesko polje definisano jedd@mama
toplotne difuzije (3.37-3.44), grami uslovi se mogu svrstati u tri karakteriste grupe. U
prvu grupu spadaju uslovi kada je definisana teatpea na gradnim povrSinama,T,, u
svakom vremenskom trenutku,

Ty = f(Xa, YarZait), 3.55

pri ¢emu su x,, Y, i z, koordinate gragnih povrSina. Specijalan slaj prve grupe je
konstantna temperatura na geaain povrSinama,

T, =T, =const 3.56
Za drugu grupu je karakterigsin toplotni fluks definisan za neke grame povrsine,

A = F(Xas Yar Zant), 3.57
koji kao i temperatura moze biti konstantan krdeedjenu povrSinu,

g, =¢, =const 3.58
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Granini uslovi ne moraju biti specificirani samo za gpelgranice , v& se mogu odrediti i
za neku unutrasnji granicu, npr. neku ravan sifgeetri

Trecoj grupi pripadaju najslozeniji grami uslovi. To je sldaj kada je odredjena temperatura
spoljne okoline. Ove gratne uslove karakteriSe zakon transporta toplote dpmgranénih
povrSina i spoljne okoline, n@se konvektivni transport toplote. To je, kao Stompvedeno

u uvodnom dijelu, veoma sloZen proces koji se i&itNewton-ovom jed@&om (zakonom)
prelaza toplote (1.4). Kalina toplote koja se prenosi sa desne povrSinatgekazanog na
sl.1.3 je definisana izrazom (1.5),

4, =hT,-T.,), 3.59

u kome je h(W/m2 OK), koeficijent konvekcije, T, temperatura povrSine tijela &,

temperatura spoljne okoline. Kéiha toplote koja se prenosi putem kondukcije ndjspp
povrSini mora biti jednaka kdilini toplote razmijenjenoj putem konvekcije sa spoin
okolinom, na osnovdega, s obzirom na (1.2), slijedi

_A(a_Tj - (T, -T.), 3.60

on ),

odnosno,

T, =T, —i(a—Tj . 3.61
hion),

Temperaturel, i T, ¢e biti priblizno jednake(TA :Tm), za velike vrijednosti koeficijenta h,
Sto je karakteristno za sldaj klju¢anja, kondenzacije i intezivne turbulencije.

Kada je spoljna okolin&vrsta nepokretna materij&jji je koeficijent kondukcije A, u
neposrednom kontaktu sa grarom povrsSinom, iz uslova neposrednog dodira stijedi

—A[G—Tj :_)ll(ﬂj . TA=T,. 3.62
on ), on ),
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Uvod

U drugoj polovini devetnaestog vileka Mehanikadlise razvijala u dva strogo odvojena
pravca. Jedrigne kretanja viskoznog fluida su formulisane jo#3.8jod. (Navier-Stokes -
ove jednéine), zahvaljujdgi u prvom redu radovima Navier-a, Poissona-a, &nant-a i
Stokes-a. Ove jeddime su, kao Sto je navedeno, veoma sloZene (nefieeparcijalne
diferencijalne jedn&ne drugog reda) tako da je njihovo rjeSavanje tdoma komplikovano

I u najveéem broju sldajeva prakiino nemogde u tom periodu. Imagiito u vidu, s obzirom
na male vrijednosti viskoznosti vode i vazduha, m&énika je smatrao da se viskoznost
moze zanemariti 5to je dovelo do intezivhog razvaghanike savrSenog fluida (fluida bez
trenja) krajem devetnaestog iggdkom dvadesetog vijeka.

Sucavajiti se sa nizom prakinih problema inZinjeri nijesu bili oduSevljeni tgom
savrsenog fluida s obzirom na niz paradoksalninltata do kojih je vodio ovakav prilaz To
su, u prvom redu, nepostojanje sile otpora pridmet nekog objekta kroz fluid ili pada
pritiska pri strujanju fluida kroz cijevi. Inzinjersu se usmijerili ka eksperimentalnim
istrazivanjima formirajti, poseban pravac razvoja mehanike fluida. Osndarakteristika
ovog pravca je bila maksimalna primjena eksperiadaiit rezultata.

Oba pravca (teorijski i eksperimentalni) su se Kjalivgotovo nezavisno sve do fetka
dvadesetog vijeka kada je Prandtl, 1904 god., pteae svoj rad "O kretanju fluida sa
veoma malim trenjem”. On je u ovom radu pokazaspekimentalno i teorijski, da se strujno
polje oko nekogvrstog tijela, pri relativno velikoj brzini strujgni maloj viskoznosti, moze
podijeliti u dvije oblasti; gragni sloj debljine (x), neposredno uz samo tijelo, sl.4.1, u
kome viskozni efekti dolaze do punog izrazaja ilig3nje strujno polje za koje vazi teorija
savrsenog fluida.

savrSen fluid

viskozan fluid

Sl.4.1
Grantni sloj i spoljasnje
strujno polje

To zna&i da viskozan fluid struji kao da je savrSen u f3oljoj oblasti dovoljno daleko od
konture tijela, dok se strujne slike viskoznaogursenog fluida znatno razlikuju u gr&ampm
sloju neposredno uz samo tijelo. Njegova idejaile prihvatena, prodavana i razvijana u
Njemaikoj, Engleskoj, Britaniji i USA. Danas predstavjgdnu od najpoznatijih teorija u
Mehanici fluida uopSte. Detalji o teoriji gr&niog sloja se mogu tiau mnogobrojnim
literaturnim izvorima. Jedan od najpopularnijinrSklichting-ova Teorija gratinog sloja [1]

4.1

Jednafine ravanskog grantnog sloja - Prandtl-ove jedn&ine
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Prandtl-ove jednane ravanskog graémog sloja nestisljivog fluida slijede iz Navier-8&s-
ovih (N.S.) jednéina (2.39) i jedn&ne kontinuiteta (2.23) za ravanskov, €0, d/0z =0)

strujanje viskoznog nestisljivogo(= cons ) fluida u polju zemljine tezeX =g,,Y =g,) :

v, +V, oV, +V, o, =gx—£@+VAVX, 4.1
ot 0x oy £ 0X
ov ov ov

L4y, — v, :gy—l@ﬂ/Avy, 4.2
ot 0x ay p oy
Ny g 4.3
ox oy

Polazei od Prandtl-ove predpostavke o postojanju tanktma male debljine J(x)
neposredno uz konturu, N.S. jedim@ se mogu znatno pojednostaviti u ovoj oblasti.s€
postize procjenom reda véhe pojedinih ¢lanova u N.S. jedr@nama. Zanemarivanje
¢lanova viSeg reda vodi ka poznatim Prandtl-ovinngthama graninog sloja.

Predpostavka o postojanju tankog sloja neposredndkanturu tijela, sa dominantnim
viskoznim silama, vodi ka zakiiu dace koordinata y biti za jedan red w@hie manja od
koordinate x u tom sloju. Komponenta brzine strjanpravcu ose x\{ ) ¢e se mijenjati od

nule na zidu do brzine strujanja savrsenog fluidlex,0 na)rastojanjw od zida, sl.4.1.

Imajwéi u vidu relativno malu vrijednost debljine granog sloja & slijedi da je
U(x,0) =U (x,0) =U(X), pricemu jeU & )brzina strujanja savrsenog fluida na konturi éijel
Neka maksimalna brzina i maksimalna koordinata aniggnom sloju imaju red valine
jednak jedinici. To su, dagledno, komponenta brzine, i koordinata X, Sto se moze

matemaitki formulisati kao

v, =0@), x=00Q), 4.4
dok ¢e koordinata y biti za red véine manja
y=0@Qo(g), 4.5

pri ¢emu jeo € )neka funkcija male veline &
Obaclana u jednéni kontinuiteta (4.3) moraju biti istog reda vafie (ina&e bi se dobilo
trivijalno riesenje;dv, /& =0, &, /dy = (, na osnoviega slijedi da komponenta brzine

mora biti istog reda veline kao i koordinata y, odnosno

v, =0@Q)a(e). 4.6

Imajwéi u vidu izvedenu procjenu reda u@tie mogu se u N.S. jedfimama uvesti
bezdimenzione promenljive, sve istog redadned. Na osnovu reda veine koeficijenata
koji se pojavljuju uz pojedinélanove, moze se utvrditi red véhe svakogélana u ovako
dobijenim jedn&inama. Ako se za razmjeru, kao karaktefisi duzina, uzme neka
dimenzija tijela L a kao karakterigtia brzinaU(x)=U, bezdimenzione promenljive biti:

szl yo= y tDZE VDZ& Vo = Vy p’ = P~ Po
L’ Lo(e) L™ U7 Udg)’ oz

of=—d -2 F == R=2 a1
Us/L Fg; " Lg, vV

Koordinata y i komponenta brzing, su podijeliene sa malom v&lhom o () da bi
bezdimenziona koordinaty" i bezdimenziona brazina{S bile istog reda veline kao i
koordinatex” i v,. Poslije smjene u N.S. jediiae i jednainu kontinuiteta slijedi:
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ov, ,ov. av. 1 op” 1(0*] a4 1
o oy TR, o Rlax oy’ 07 8
y© Fre X0 R{ox? oay” o°(e)

ov. ov. oV 0 0%v, 9%

(&) =LV —5+V,—- =) _6pD+i o(e)—+—=|, 4.9
ot p) " | F, " R ox’ oy”?

o oy
%%—yyu:o. 4.10

Pri relativno velikim brzinama strujanjd i maloj viskoznostw, recipr@na vrijednostR, ¢e
biti jednaka nekoj maloj velini &

g=t-_1 4.11

R, UL/v
Svi ¢lanovi u jednéinama (4.8-4.10) koji sadrze malu whu € ili o(€) su hajmanje za jedan
red veltine manji od ostalih, pa se kao takvi mogu zanam&iobzirom da ove jedtime
opisuju strujno polje u neposrednoj blizini zidgegdorema Prandtl-u, viskozne sile imaju
dominantan uticaj, mora bar jedalan u ovim jedn&nama koji reprezentuje viskozne sile
biti razli¢it od nule. To se moZe ostvariti samo ako je

o(e)=¢, 4.12
odnosno
o(e)=e =1/ R, - 4.13
. . . o : : N T
Tadace viskozniclan koji sadrzi—~ biti istog reda vediine kao inercijalntlanovi v, <,
17 X

..... itd. Smjenom izraza (4.11) i (4.13) u jetina (4.8-4.10), i zanemarivanjetihanova
manjeg reda valine slijede poznate Prandtl-ove jedm& ravanskog graémog sloja pri
strujanju nestisljivog fluida u bezdimenzionoj farm
ov, , gov, . ov, _ 1 op’ N 0°v;

4V - +V, — = , 4.14
ot”  ox”’  Yoay" Fg, ox’ ay”
O
oe) % g 4.15
Fy, 0y
0 ovy
M Ny 2y, 4.16
ox- oy
odnosno, poslije smjene koordinata (4.7), u dimamzji formi:
2
OV, +V, oV, +V, oV, =9, —l%ﬂ/—a sz : 4.17
ot 0X oy P 0X oy
LYY 4.18
p oy
ov
v Ny g 4.19
ox oy

sa graninim uslovima:
e uslov lijepljenja fluida z&vrstu konturu,
v, (x0,t) =v, (x,0,t) =0. 4.20

e pocetni uslov,
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v, (X,y,0) =v,, (x,y,0), v, X,y,0) =v,, X,y ,0). 4.21
* uslov spajanja na spoljnoj granici grambg sloja (y =9) sa spoljaSnjim strujnim
poljem u kome je zanemarena viskoznost
Vv, (X,0,t) =U (x,0,1), 4.22
S obzirom na malu debljinu gr&niog slojad mozZe se uzeti da je,
U(x,0,t) =U (x,0,t) =U,
pa se grarni uslov (4.22) moze napisati u obliku
Vv, (x,0,t) =U (x,0,t) =U . 4.23
Brzina strujanja na spoljnoj granici granog sloju, prema tome, teZzi vrijednosti koju sawrs
fluid ima na zidu. Debljina graémog sloja nije unaprijed poznata \W#ha, tako da je gratmi
uslov u obliku (4.23) prakino neupotrebljiv osim pri strujanju preko ravnodezisl4.2(a). za
koje je U (x,0,t) =Ux,J,t) =U (x,0,t) =U , pa se graghi uslov (4.23) u tom sliaju moze
napisati u obliku,
y - o, v, (%yt) - U, 4.24
koji se primjenjuje i pri strujanju oko kontura preoljnog oblika, ¢ija je zakrivljenost
relativno mala (aeroprofili isl.).

Na sl.4.2a i sl.4.2b su Sematski prikazani prdfilzine koji odgovaraju tamom rjeSenju,
strujanju u grariinom sloju sa tr@m grantnim uslovom u obliku (4.23) i (4.24) i strujanju
savrSenog fluida, pri opstrujavanuju ravne i zdjene povrsine.

savrsen fluid

savrSen fluid

Ya i
tacno rjeSenje L. '
; tacno rjeSenje R

| 27 Ux.0) 069 /
T T S T T 777777

Sl.4.2Profili brzine u graninom sloju. (a) Ravna povrsSina. (b) Zakrivljena koat

Brzina strujanja u gratimom sloju dostize priblizno vrijednost brzine samjp savrSenog
fluida na zidu na gornjoj granici graniog sloja, a zatim ostaje nepromijenjena tako da je
jednaka brzini strujanja savrSenog fluida na zida ibeskonmo velikom rastojanju od zida.
Prema tome, t@ granini uslov je priblizno zadovoljen u obliku (4.23)ta&nije i obliku
(4.24).

Strogo uzev, sa mateméke take glediSta, gradni uslov 4.24 je diskutabilan pri strujanju
oko konture proizvoljnog oblika. Opravdanost njegoprimjene i njegovu matemeéku
sustinu je, medjutim, pored ostalih, objasnio @ighs 1942 god. [2]ciji je prilaz
prezentiran u dodatkd4.

U neposrednoj blizini zida (unutrasnjoj oblasti)smmi dobro slaganje izmedju c¢taog
rjeSenja i grainog sloja, dok se dovoljno daleko od zida (spojm%blast) rjeSenje koje
odgovara savrSenom fluidu dobro slaze s&ita rjeSenjem. Pri strujanju preko ravne
povrSine, sl.4.2a, grami sloj se dobro slaze satam rejSenjem i u spoljasnjoj oblasti, jer je
pri strujanju preko ravne povrsing (x,0,t) =U (x,9,t) =U (X,,t) = const. To, medjutim
nije slwtaj pri strujanju preko zakrivljenih povrSine, sk@. Izmedju unutrasnje i spoljasnje
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oblasti, na spoljnoj granici gramog sloja, postoji medjuoblast u kojoj teorija @mggEnom
sloju i savrSenom fluidu ne daju zadovoljadgujeSenja. Mada se specijalnim metodama
slaganja spoljasnjeg i unutraSnjeg rjeSenja mozeapaoksimativno rjeSenje zadovoljavégu
tatnosti i za ovu oblast ono nije od nekog posebnagaa. Za rjeSavanje niza problema
prenosa toplote i mase najvaznije je strujno poljeneposrednoj blizini zida. RjeSenje
dobijeno primjenom teorije o gramom sloju u ovoj oblasti se odho slaze sa taim
rjeSenjem.

Imajuwéi u vidu da se strujanje sa velikim Re brojevimazmostvariti samo pod uticajem neke
strujne masine, uticaj polja zrmljine teZze se moaeemariti, pa se jedéiae grantnog sloja
nagege sréu u sledéem obliku:

ov, 0v, . dv, _ 1dp, K 0%,
+V +V —g-—F+y—X%,
ot “ox Yoy 00X  oy?

P_g 4.25
ay

ov, a_y

ox oy

U oblasti dovoljno daleko od zida (van gramag sloja) obije komponente brzine i koordinate
su istog reda valine. U cilju analize reda veline pojedinih¢lanova u NS jedr@nama u
ovoj (spoljasnjoj) oblasti mogu se uvesti ske@lbezdimenzione promenljive:

XD:E yD:X D:y VD:& szﬁ pD:p_pO
L, Ll Ll X U, y U, wz 1

= =\ F,. =—, =,

FTUL TR, Y L A

S obzirom da su istog reda watie, obije koordinate i komponente brzine su svedea
bezdimenzioni oblik upotrebom istih parametéta L. Poslije smjene u N.S. jedfiae i
jedn&inu kontinuiteta (4.1-4.3) slijedi:

m] m] O O 2,,0 2,0
aVX+VDaVX+V° ov, _ 1 _op +i 6vX+ﬂ | 4.96
0 X a0 Y A, 0 O o
ot oX gy~ Fg, 0x° R.{ ox oy
oV oV’ oV’ 0 a%vy 0%V
v L4y, L= ! _apu+i =t — |, 4.27
ot ox dy. Fr, 9y R [ ox ay
Vi
Wy, M 2o, 4.28

ox” oy
Za dovoljno velikeR, brojeve,¢lan 1/ R,¢e biti jednak nekoj maloj velini &, tako da se

¢lanovi u zagradama, u predhodnim jetlnama mogu zanemariti. Poslije ponovne smjene
koordinata (4.25) slijede jedtiae koju opisuju strujanje u tzv. spoljasnjoj olblagan
grartnog sloja:

avX+anvX+V ov, zgx_i@’ 4.29
ot ox oy 0 0X

Ny oy My gy Ny g 100 4.30
ot ox Yoy 7 poy

M Ny g 4.31
ox oy
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Ovo su Euler-ove jedime (2.43) za skaj ravanskog strujanja savrSenog fluida i jefima

kontinuiteta,éime je dokazana Prandtl-ova hipoteza o neviskozatajanju van gragnog

slja.

S obzirom da je, na osnovu izraza (4.18), prompiisska u pravcu y ose u gr&nom sloju

jednaka nuli, pritisak u grafmom sloju je jednak pritisku na spoljnoj granicagenog sloja,

koji se moze odrediti iz jedtime (4.17). Imajdi u vidu da kad

y - (J),v, > U(xm,t),dv /oy -~ 0i d°v /dy> - 0,

dobija se

oU(X,0,t) N U(X’oo,t)GU(x,oo,t) - g, _1@.
ot 0x P 0X

Brzina na spoljnoj granici grafmog sloja praktino je jednaka brzini na zidu, izraz (4.23), na

osnhovucega slijedi da je

ouU ou_ ~ 1dp

4.32

—+U—=g, , 4.33
ot 0x £ 0X
Za stacionarno strujanfe biti
Ud_U:gX—l@_ 4.34
dx £ dx

Na prvi pogled, dobijene jedtiae granénog sloja sa odgovardjm grantnim uslovima
vaze samo u Dekart-ovom koordinatnom sistemu duiog zida jer se samo u tom &hju
uslov lijepljenja na zidu moZze izraziti u obliku.28) u suprotnom bi bilo

Vy (%o Vi ) = Vo (%, Vi 1) = 0, 4.35
pri cemu sy x, i Yy, koordinate konture tijela. Medjutim, moze se pokada one takodje

vaze i za strujanje duz zakrivljenog zida prikazama sl.4.3 pod uslovom da je debljina
graninog slojad mnogo manja od radijusa krivine na zie(x) .

S1.4.3
Grankni sloj na zakrivljenoj
konturi

Egzaktne jednmane granénog sloja na ovako zakrivljienoj konturi u krivolskom
koordinantnom sistemu je dao Tollmien 1931 god. {dhvna razlika izmedju Dekart-ovih i
krivolonijskih koordinata je u gradijentu pritiskapravcu normale na zidu, koji nije jednak
nuli u krivolinijskom koordinantnom sistemu. Praofen reda veéine pojedinih¢lanova
moze se pokazati da je razlika pritisaka na zigarnjoj granici grarino sloja sledéeg reda
veli¢ine

p"(d) — p"(0) =/ R(X), 4.36

Sto je zanemarljivo malo kada @#&<< R x ( Prema tome, dobijene jediir@e grantnog sloja
za Dekart-ov koordinantni sisterge vaziti i za krivolinijski koordinantni sistem g, sl.4.3,
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uvijek kada je ispunjen uslow<<R(x). Ovaj uslov né& biti ispunjen kod ostrih ivica koje
dovode do pojave odvajanja grambg sloja od konture tijela.

4.2
Debljina graniénog sloja

Sa sl.4.2a i sl.4.2b se vidi da je na beskopen rastojanju od zida brzina strujanja u
grancnom sloju jednaka brzini savrSenog fluida na kantiggla. Medjutim, vé na nekom
ratojanju d(x), brzina strujanja u gratnom sloju dostize vrijednost koju ima savrsen floe

grantnoj povrsini. Vrijednost nezavisno promenljive kdimate y za koju se brzina u
grangnom sloju razlikuje veoma malo (npr. 1%) od brzsteujanja savrSenog fluida na
graninoj konturi je poznato kao debljina gramog slojad & )

Do predstave o debljini gramog sloja pri laminranom strujanju viskoznog fluisea moze
doci i uporedjivanjem sila u pojedininim oblastima. dpoljasnjoj oblasti su viskozne sile
zanamarljive jer su mnogo manje od inercijalnihgkancnom sloju su prisutne sve sile.
Moze se predpostaviti da su u medjuoblasti, najgpgranici granénog sloja, inercijalne i

viskozne sile istog reda véiine. Ako se kao predstavnik viskoznih sila uzttamvd®v, / &,
a kao predstavnik inercijalnidan v, dv, / dx slijedi:

0%v, _ ov,
ay?  * ox

S obzirom da je na gornjoj granici gramog slojav, =U (x,0,t) =U , mozZe se, u grubom
priblizenju, uzeti da je

y o*v, _ U v, U

% 4.37

> =V—, VY, =U—. 4.38
oy o) 0X X
Poslije smjene u izraz (4.37) dobija se
5‘~~x\/|//Ux=x\/1/Re : 4.39

Debljina graninog slojace rasti od nule na getku strujne oblasti sa rastojanjem x. U¢aju
ravne plée debljina grartnog slojace biti proporcionalna séx . Za savrden fluid, za koji
R, — o, debljina graninog sloja tezi nuli. Imajti to u vidu, teorija gradnog sloja ima
smisla samo ako je Reznolds-ov broj dovoljno velik.

4.3
Odvajanje graniénog sloja

Ova pojava je u tijesnoj vezi sa rasporedom pkasa granthom sloju. U cilju objasnjenja
ove pojave posmatra se strujanje oko kruznog cdindri¢cemu se dobijeni zaklfici mogu
primijeniti i na tijelo proizvoljnog oblika.

Pri potencijalnom strujanju savrSenog fluida, gi(d), djelti se ubrzavaju od tae A do
tatke C, usled smanjenja poprmeg presjeka, dok se usporavaju otkéaC do take F,
sl.4.4(c). Pritisakte, prema Bernoulli-jevoj jediami, opadati u oblasti AC, doke u oblasti
CF gradijent pritiska biti pozitivan, sl.4.4(b). dPna tome, pri strujanju savrSenog fluida,
energija pritiska se pretvara u kirtéti na prednjem dijelu cilindra, a na zadnjem dijelu
kineticka u energiju pritiska u istom odnosu, tako daiéjslize u téku F sa istom brzinom
koju je imao na prednjoj stranici cilindra.
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Uoo’poo

1.0
n+=4)2 [ £ U Sl.4.4
2 D \ / 2U, S Strujanje savrSenog fluida oko
i} kruznog cilindra.
(a) Strujno polje.
(b) Pritisak.
0 Sy (c) Brzina.
” BN = 0dA F Raspodijela brzine i pritiska na tijelu je
0 90 180 0 90 180 . o , . ., .
8 4 simetrtna, pace i rezultajga sila na

b) (© cilinduru biti jednaka nuli.

Pri strujanju viskoznog fluida strujna slika
se mijenja. lako je raspored pritiska u géaoim sloju skan kao u sléaju potencijalnog
strujanja @p/0dy =0) dio kinetcke energije djelia se gubi usled trenja tako da nasuprot
rastiéem pritisku djek nije u stanju da stigne doctee F. On se zaustavlja negdje na putu CF
a zatim pdinje da se krée u suprotnom smjeru obrazéjwrtlog, kao na sl.4.5(a). Fluid
pocinje da kruzi, vrtlozi se otkidaju i plove nizvodmal tijela a grarini sloj se odvaja od
tijela u zoni pojave vrtloga, sl.4.5(b).

ap
3 < 0

sle
v
o

u,, (x)

tacka odv o § :
povratnc str. 1 /) prednja zaust. % S fise
vrtlozi taka grangni tacka odvajanja
sloj
() (b)

Sl.4.5Strujanje viskoznog fluida. (a) Odvajanje gtamag sloja u zoni pov@nja pritiska. (b)
Vrtlozna zona iza kruznog cilindra.

U vrtloznoj zoni je ptitisak znatno manji u poretjje sa sldajem strujanja bezviskoznog
fluida, Sto rezultira u pojavu sile otpora kojaldje na tijelo u pravcu strujanja. To je tzv.
otpor pritiska ili oblika. Na taj n@n teorija grantnog sloja, pored otpora trenja, objasnjava i
pojavu otpora pritiska preko odvajanja gtamug sloja. Na osnovu izloZzenog slijedi da se
granini sloj odvaja u oblasti po¢anog pritiska.

Do istog zakljéka se moze do analizom problema strujanja izmedju dvije panmseplae

od kojih se jedna kie. Samo zap/0dx > postoji povratno strujanje koje rezultira u pojavu
vrtloga i odvajanja gratnog sloja. Kod zaobljenih kontura promjena pritiskaamim tim i
tacka odvajanja zavise od oblika konture. Ako je koatsa izduzenom zadnjom ivicom,
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prirastaj pritiska duz konture je minimalan, pagéka odvajanja u blizini zadnje zaustavne
tacke, kao npr. kod aeroprofila, sl.4.6.

Sl.4.6 Strujno polje i raspored
pritiska kod aeroprofila

Raspodjela pritiska pri strujanju savrSenog i ewtog fluida je gotovo indertia izuzev u
blizini zadnje zaustastavneike gdje dolazi do odvajanja granog sloja. Kao rezultat
ovakve raspodjele pritiska, sila otpora oblika misa tim i ukupna sila otpora je svedena na
minimum. Za aeroprofil prikazan na slici, sila otpge ekvivalentna sili otpora pri strujanju
oko cilindraciji je precnik D deset puta manji od visine aeroprofila. Nastipkod tijela sa
zaobljenim zadnjim krajem usled naglog porastagkat t&ka odvajanja gratinog sloja je
pomjerena naprijed. Razlike pritisaka pri strujaspvrSenog i viskoznog fluida su velike,
narcito na zadnjem dijelu konture, Sto ima za posled@&tativno veliku silu otpora.

Na tatku odvajanja, a samim tim i na silu otporaceti pojava turbulencije. Na sl.4.7 je
prikazano strujno polje oko cilindra na graniciga turbulencije.

tranz turbul.

lamin. struj lamin. stru struj.

—_ —_
Vi = vV —>

— m—
Rep <2 x10° Rep 22 x 10°

atka odvajanj

Sl.4.7Vrtlozna zona iza cilindrga) Laminarni grarini sloj. (b) Pojava turbulencije

Usled promjene profila brzine pri tanziciji od lamarnog ka turbulentnom gr&niom sloju, dolazi do
pomjeranja t&ke odvajanja, smanjenja vrtloZne zone a samim sileiotpora.

4.4
Univerzalni oblik jednacéina graniénoq sloja

lako su jedn&ne granénog sloja znatno jednostavnije od NS jetina, iz kojih slijede pod
odredjenim uslovima, i dalje su usled nelinearnagoma slozene za rjeSavanje. Ovaj
problem je bio nar@to izrazen sve dok savremenéuaari nijesu usli u masovnu upotrebu. U
tom periodu je niz namika nastojalo da raznim transformacijama svede jeda&ine na
univerzalan oblik koji bi bio opSteg karaktera (penljiv za razne sltajeve strujanja) i koji
bi se mogao rjesiti razvijanjem u redove ili primpen ra&unara. Dodatnim, relativho
jednostavnim, r&unskim operacijama dobijeni rezultati bi se moglingjeniti za svaki
konkretan sltaj. Niz nagnika je postigao rezultate koji su se razlikovajiavnom po nivou
tacnosti i pogodnosti primjene. Mada su ove metodeaggyotisnute zahvaljuju primjeni
racunara koji omogéuju brza i té&na rjeSenja, one zasluzuju posebnu paznju iéhajwidu
njihovu istorijsku ulogu i bolji uvid u fiziku sustinu problema u odnosu na nuglernprilaz.
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Zajedntko za sve ove metode je odgovaéajuransformacija koordinata karaktekisa za
svaku metodu posebno. Iméjw vidu princip dobijanja jedri@na granénog sloja slijedi da
je transformacija y-koordinate dominantna mada gsupni i pokuSaji transformacije x-
koordinate. Koordinata y se svodi na bezdimenzodoik a zatim transformiSe poréw male
velicine a(g). Dalje je karakteristno uvodjenje strujne funkcijg (Sto proizilazi iz jedné&ne
kontinuiteta) i njeno svodjenje na bezdimenziorlilglZime su odredjene komponente brzine
v, i v,. Sve metode su razvijene zadsipstrujanja preko blago zakrivljene konture, 8.4.

S1.4.8
Grankni sloj na blago zakrivljenoj konturi

Jedan od prvih i najednostavnijin prilaza, i damksuelan, je baziran na Prandtl-ovim
transformacijama (4.7), premu je za karakteristiu duzinu uzeta koordinata x, mala
velicina je e =1/R, a o(¢) =4e. Imajii to u vidu slijede bezdimenziona koordinta i
bezdimenziona brzina":

n= y __ Y ut=Yx
xo(€) /U U
Jednéina kontinuiteta (4.3), kao Sto je navedeno, ondaga uvodjenje strujne funkcijg,
tako da je:

Sy, - %Y

4.40

: , v, =, 4.41
ay Y ox
Imajuéi u vidu drugu i tréu relaciju (4.40) slijedi:
1 oy
uly =
Jux/u on
odnosno,
O
ol iU _ oy | 4o
o7 o7

Na taj n&in je odredjena najjednostavnija razmjera (tramafonija) funkcije koja je, kao i
koordinatan i brzina u*, svedena na bezdimenzioni oblik

w"=wiJwU . 4.43
Komponente brzine, u funkciji bezdimenzione strujpnakcije, ¢e biti:
v, = 9y =Uy,, 4.44
oy
l// o

=- U-xU')-+uUy, —(xU"+U 4.45
(mdeksm I X funkcue (// u ovim izrazima ozn&vaju izvode po tim koordinatama, dok je
U’ =dU/dx).

Smjenom (4.44), (4.45) i (4.34) u osnovne jefima ravanskog graémog sloja (4.17), poslije
diferenciranja i sredjivanja, dobija se slédg¢edn&ina
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Wiy %(% +1ijqu 2 Y )=l -wi), 4.46
n=0 y°=y; =0,

Ovako dobijena jedrina je, izuzev parametraxJU, univerzalnog oblika za sva stacionarna
dvodimenziona strujna polja u laminarnom géanm sloju nestisljivog fluida. Moze se
relativno jednostavno napraviti odgovakajprogram za numefku integraciju sa samo
jednim porametrom, funkcijomJ’x/U, koja se definiSe kao ulazna wéha za svaki
konkretan sluaj.

U periodu kada se nije raspolagalo savremenifurr@aima ulagani su posebni napori u cilju
dobijanja potpuno univerzalnog oblika jedima granénog sloja koji ne bi zavisio od U, U

X. To se postizalo uglavnom intuitivnim uvodjenjeaeli¢itih razmjera za koordinatu y i
strujnu funkcijuy, Sto je rezultiralo u pojavu parametara &g oblika umjesto parametra
Ux/U. Zatim je, umjesto izvoda po koordinati x uvedsetepeni red izvoda po ovim
parametrima. Od izuzetnog ziaga je bila konvergencija ovog reda jer je integrge ove
jedn&ine u slé#aju uzimanja viSe od jednagana ovog reda bilo izuzetno sloZzeno a primjena
ovako dobijenih rezultata veoma komplikovana. Izmexbtalih, najpoznatije razmjere piti
od Gortler-a, Loicianskii-og i Saljnikova. S obazinona pribliznu ténost ovako dobijenih
rezultata i Siroku mogunost integraljenja jeddme (4.46) u savremenim uslovima, ove
metode nijesu posebno analizirane.

Jedan od prvih metoda za nundku integraciju jedn&na ravanskog graémog sloja, za
svaku datu vrijednostU(x)i U’(x), potkce od Crank-Nikolson-a. Ovaj metod uz
odgovarajdi numertki program su opisali Panton [4] i Blottner [5,8Jored ovog popularan
je i metod koji su predlozili Keller i Cebeci 1971(F]. Zajednéko za sve ove metode je
izvodjenje dvije simultane jedtiae, analogne jedimi (4.46) za koje je dat odgovaraju
numertku metod za njihovo rjeSavanje.

U slwaju kada de'x/U:constodnosncUzcxn. moze se predpostaviti da funkaijene zavisi
odn (lijeva strana jedn. (4.46) ne zavisi Qil Slijedi da jew! =0, pa se jedngna (4.46)
svodi na sled# oblik,

Wy, 2y, +ol- () )=o, s47

koji su prvi definisali Falkner i Skan 1931g. [FjeSenje ove jed@ae ima univerzalan

karakter za sva strujanja oblika Ugcéstrujanja oko Klinastih kontura) i daje se tabetaza
razne vrijednosti parametra n. Specijalaa@wvog strujanja je strujanje oko ravneda@pza
koje je U=const (n=0). Jed&iaa (4.46) se svodi na najjednostavniji méigoblik

1
Yo * 5% U =0 4.48
koji je definisao Blasus 1908 g.[9].

4.5
Diferencijalni oblik energijske jednaéine ravanskoq grantnoq sloja

Za rjeSavanje problema transporta energije u gnam sloju od posebnog ztma je
jedn&ina toplotne energije u obliku (3.35) i (3.36) slicajevima kada se disipacija energije
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moze zanemariti (strujanje savrSenog fluida), jéoheatoplotne energije se svode na oblik
(3.49) i (3.50). Ove jedr@me imaju poseban zta i u slaju strujanja zagrijanog fluida
preko hladne povrsine ili obratno, kada dominanitraj na promjenu unutrasnje energije ili
entalpije ima dovedena kofiina toplote, dok se disipacija energije moze péakt
zanemariti.
Analizom reda vetiine pojedinih¢lanova u jednéni (3.50) pri laminarnom stacionarnom
strujanju nestisljivog fluida u gramom sloju, dobija se odgovargjudiferencijalni oblik
energijske jednane granénog sloja,

P vxﬂ+vyﬂ _h Aa—T +VX%, 4.49

0x ady ) oyl oy 0x

koja se za skaj strujanja idealnog gasa ('EE; A=const) i ténosti svodi na sledeoblik

T oT A 0°T v, dp
-ty — = + —,
“ox oy pc, oy’ pc, OxX
y=0, v, =v, =0, T=T,,

% 4.50

y - o, Vx—>U,T—>Tw.

Dobijene jedné&ine slijede iz osnovne jednaine (3.50), posligngstavne anlize imaguu
vidu da je u gragnom sloju:

. . 2 2
oi oi dT __oT 6T<<6T @20.

V, <<V, —<<—, — << —, —, 4.51
Y ox 9y ox dy ox* gy 0y
Ako se uvede bezdimenziona temperatura
g=1"Ts 452
T, -T,
jedn&ina (4.52) se svodi na oblik
2
66?+ 06_a6 6+ Vv, 9p 453

V,—+V,— = > ;

ox ay ay°  pc, 0x
sa graninim uslovima
y=0 v,=v, =0 6=0
y-o, v, -U,0 -1,
pri cemu jea= A/ pc, koeficijent toplotne difuzije.
Svi navedeni oblici jedrizne toplotne energije sadrze komonente bramev, Sto zngi da
se moraju rjeSavati simultano sa odgovatajjednainama graninog sloja.
Pri strujanju preko ravne ple je dp/ox=0, pa se energijska jedtima svodi na
najjednostanvniji oblik

2

an—T”nya—T:aa—I, 4.54

0x oy oy
ili

06 00 __9°6

V, —+V,—=a—, 4.55
ox Yoy oy?

sa graninim uslovima:

y=0 v,=v, =0 6=0

y-»oo,VX—>U,H—>1. 456
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Pri stacionarnom strujanju (ot =0) preko ravne plge ( dp/0x =0), jedn&ina ravanskog
graninog sloja (4.17) se, poslije uvodjenja smjene v, /U, moZe napisati u obliku
ou” ou” _ o%u”

Y, +v =V , 4.57
“ox Yoy ay*

sa graninim uslovima:

y=0,u"=0,

y - oo, u” 5 1. 4.58

Jedndinine (4.55) i (4.57)e biti indenténe kada jev=a odnosnoP, =v/a=1. Imajki u
vidu da se Prandtl-ov broj kie u granicama od 0.6-1 za najvberoj gasova na normalnim
uslovima, profili brzine i temperature kao i dedi brzinskog i temperaturskog gréamg
slojace biti sliéni u velikom broju slaajeva.

Pri turbulentnom strujanju fluida za analizu jepwgodnija jedné&na toplote u obliku (3.51)
ili (3.52).

4.6
Diferencijalne jednafine turbulentnog graniénoq sloja nestisljivog fluida

Ako se, polazé od Reynolds-ovih jedriana (2.53), na stan n&in kao i pri laminarnom
strujanju izvrSi procjena reda vé@he pojedinih ¢clanova pri turbulentnom ravanskom
strujanju nestiSljivog fluida, za slaj relativno velikih R ,brojeva dobijaju se jedume
turbulentnog grainog sloja:

v v %y 00,

oV, v, +\7y% :—@+,u—a sz +—2 4.59
0x oy 0x ay oy

@ e O,

oy

% +ai = O ,

ox oy

sa graninim uslovima:

y:O’vX:\_/y:O, 4.60

y - o, V., - U(X0).

Do istog rezultata se mozedld ako se podje od realne predpostavke da je migram sloju
V, <<V, i 0/0x<<d/oy. .

Za razliku od odgovaragih jedn&ina laminarnog gratinog sloja, ove jedriene sadrze joS
jednu nepoznatu, komponentu Reynolds-ovog napfpa —pTv; .

U cilju zatvaranja sistema jedfiaa ( 4.59) neophodno je formulisati dopunske viengedju
komponente Reynolds-ovog napona i prasife velicina turbulentnog grasinog sloja.
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4.7
Debljina istiskivanja i debljina qubitka impulsa

Na sl.4.9 je prikazana strujna slika pri strujanjskoznog fluida preko ravne ple. Za
razliku od savrsenog fluida, kod koga su strujrpegalelne ravnoj p (v, =U,,v, =0),

kod viskoznog fluida strujnice su krive linije kage blago udaljavaju od e.

v A

— y,=H+8"

%
— y=H y—C B o
—> AT SI.4.9
) Grankni sloj na ravnoj
— H povrsini

'S A
0 L L LLLLLLLIN L LL L L L »X

D

Usled lijepljenja fluida z&vrstu povrSinu, protok kroz presjek CD mora bitimmad protoka
kroz presjek AO. Imajti to u vidu, iz jedn&ine kontinuiteta slijedi da fluid struji i kroz
presjek AC, Sto zrta da je komponenta brzine u y-pravcu réigdi od nule. Strujniceiji su
elementidl u istom pravcu sa vektorima brzing(y = const Vxdl =0) moraju, prema
tome, biti krive linije koje se udaljavaju od p& Primjenom zakona o odrZzanju mase
(jedn&ine kontinuiteta) na prostor ograan strujnicomy = C, koja se nalazi van gramog
sloja, i presjecima OA i BD dobija se:

H+o"

- TPUdy+ J-pvxdy: 0, 4.61
0 0

na osnovuega slijedi,

5D=T(l—%jdy;f(l—%jdy:T(l—%jdy. 4.62
0 0

0
Dobijena vrijednost pokazuje u kojoj je mjeri stnga udaljena od ravne @@ na nekom
rastojanju x u odnosu na §®ini poloZaj. Poznata je kao debljina istiskivairgavisi samo od
koordinate x za dato strujno polje. Dobijeni izkgi i za laminarno i turbulentno strujanje
fluida bez obzira na oblik konture tijela.
Primjenom zakona o promjeni kaihe kretanja na isti prostor slijedi izraz
H+3"

H
- I,oUUdy+ jpvxvxdy: Poa* Pagx = Pao = Fop s 4.63
0 0

[ |

u kome suPR,,, P.s,, Psp, Sile pritisaka u odgovarajin presjecima u pravcu ose X, dok je
Foo Sila otpora na povrSini konture. S obzirom da je girujanju preko ravne ple
dp/ox=0, suma sila pritiskaP,, + Pz, — P,  ¢e biti jednaka nuli. Imajti to u vidu,

dobija se, poslije integracije, izraz za siky, koja se pojavljuje usled trenja fluida na
povrsini konture,
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Fo _ F Hv( vj ‘5v( vj ”v( v]
== |2 1-=x Jdy= | X 1= |dy= | = 1-—* (dy. 4.64
pJ? o pu? -([U U -([U U lu U
Integral na desnoj strani ove jedime je poznat kao debljina gubitka impulsa i aawa se
sa

m T Vx Vx
) jU (1 ¥ jdy. 4.65
Pri strujanju preko ravne pie je proporcionalan sili trenja odnosno sili otp&i@ nije sldaj
kod tijela proizvoljnog oblika.

Treba imati u vidu da samo debljina istiskivanjaifandamentalni karakter u opStemcsiu,
dok deblijna gubitka impulsa ima fundamenatini kéea samo pri strujanju preko ravne
ploce, mada se kao karakterfsta veltina srijge pri rjeSavanju problema strujanja u
graniénom sloju oko tijela proizvoljnog oblika. Imajuu vidu blagu zakrivljenost graimih
povrSina u velikom broju prakiih problema, debljina istikivanjé biti proporcionalna sili
trenja i u tim sldajevima.

4.8
Integralna jednacina kretanja u granié¢nom sloju

Na sl.4.10 je prikazan grami sloj debljine d(x) na blago zakrivljenoj konturi proizvoljnog
oblika. Primjenom zakona o promjeni kofie kretanja na kontrolnu zapreminu ogtamiu
presjecima AB i CD visine L&; na rastojanju dx, slijedi;

S1.4.10
Grantni sloj na blago zakrivljenoj konturi

4.66

Komponenta rezultuje sile u x-pravcu, pri stacionarnom strujaégubiti
R, = [ v, (WA). 4.67
A

Integral po kontrolnoj povrSini pse moze predstaviti kao zbircetiri integrala po
povréinafnajedirff'ne §irine; ) ) )

[ o ()= [ v, (veh)+ [ v, (veh)+ [ v, (veh)+ [ v, (),

A A A Ay A,

¢ije su vrijednosti:
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fooe)=—] oy . [ o) =0 )

X A B

— L —
[ v, (ved) = jmioq . [ v, (veA)=0
0 x+dx
Igsrimjenom zakona o s)driar/:}u mase u integralnonkolsliijedi:

_ L C _ L
[ plvad)= - pvxdy{ + [ plvdh)+ | p\/xdy{ -0
A 0 B 0 x+dx
odnosno
 pfvaa) = --9[ [ pv,dyla 4.68
J;,ovdA— prw !;,0\/X y |dX. .

Ako se napon trenja na konturi oZnaar,, s obzirom da je u grafmom sloju dp/dy =0,
rezultujuwta sila u x-pravcie biti

L L dp
R, =| pdy —| pd - r,dx=-L—dx-r,dx, 4.69
!p»{x !p»tdx o 3 X0
Promjena pritiska duz konture se, na osnovu iz(dz34), moze izraziti u funkciji brzine
strujanja na spoljnoj granici graniog sloja
U d_U = gx —l% .

dx £ dx
Strujanje u gragnom sloju se nag&e odvija pod dejstvom gradijenta pritiska duz stogj
toka (prinudno strujanje), tako da se zapremingka®ogu zanemariti, na osnovaga slijedi
U __1dp 4.71

dx P dx
Smjenom dobijenih rezultata u polaznu jetina, dobija se integralni oblik jedtiae
kretanja u gragnom sloju

A o0 v, dy+ 39 [ p(U —v, )y = 4.72
&'([p Vi N ay a}[p vV, Qy =1,. :

S obzirom na izraze za debljinu istiskivanja i dkdiimpulsa, moZe se napisati i u skesia
obliku

d 2 <[ dU o

— o |+—pUd =r1,, 4.73

dx ('OU ) dx A °

koji je definisao Von Karman 1921 g., pa je poaniakao integralna Karman-ova jedirea

graninog sloja.

X

4.70

4.9
Integralna energijska jednafina granié¢nog sloja

Pri strujanju hladnog fluida preko zagrijane poweSid&i ¢e do zagrijavanja fluida u
neposrednoj blizini zida. Temperatura fluida se mijenjati odT=Tg na zidu doT=T
dovoljno daleko od zida. Rastojanfg od zida na kome je razlikd-T, manja od neke

unaprijed zadane male v#@he, npr. 1%, je poznata kao debljina temperatgsp@nénog
sloja. Do sléne pojave dolazi i pri strujanju zagrijanog fluipleeko hladne povrsine. Debljina
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temperaturskog grafnog slojad; i brzinskog grarinog slojad ne moraju biti indentne,

mada su za naj¢e broj gasova istog reda véie. Na sl.4.11 su prikazani brzinski i
temperaturski gratini sloj na blago zakrivljenoj konturi.

SlL4.11

Brzinski i temperaturski gragni
slojevi na blago zakrivljenoj
konturi

Polazi se od integralne energijske jetina u opstem obliku (3.12). Ova jedir@aa vazi samo
ako viskozan fluid struji u pravcu normale kroz koime povrSine. U gratinom sloju to nije

u potpunosti  t@no (v, # 0). Medjutim, v, <<v,, pa se jednana (3.12) moze primijeniti sa
relativno visokom téno&u.

Pri prinudnom strujanju u graimom sloju uticaj zapreminskih sila se moze zaneamdok je
osovinski rad jednak nuli. Imajuto u vidu, jednaina (3.12) se, pri stacionarnom strujanju
svodi na sled# oblik

2
d_Q:j Vo +i |(puaA), 4.74
dt 2\ 2

u kome je entalpija=u+ p/p.

Pri strujanju hladnog fluida preko zagrijane ponesiili obratno, dé ¢e do promjene njegove
temperature na dijelu AD, usleéggace se promijeniti i entalpija fluida. U slajevima kada

je ovaj uticaj dominantan moZe se zanemariti promjanetéke energije izmedju presjeka A
I D u odnosu na promjenu entalpije u istim presjegi

- 1 pi(vA). 4.75

Dobijeni izraz je priblizan ali dovoljno ¢&an u najvéem broju strujanja fluida prekévrstih
kontura pri intezivnom prelazu toplote sa zidalo&fili obratno.
Integral po kontrolnoj povsSinA, se moze napisati kao zlBetiri integrala:

ip (void)= —Ipivxdyt , ];p (V) =i, Ep(w&),

D _ L A _

[pilvcd)=| pivxdy{ . [pilvaa)=o0,

c 0 x+dx D

dok se primjenom jeddane kontinuiteta dobija izraz (4.68)

C - d L
.B[,o(Y/dA)= —&(.([pvxdyjdx 4.68

60



Razmijenjena kotina toplote kroz presjeke AB i CD je zanemarljiveolszirom na mali
temperaturski gradijent u x-pravcu u odnosu na igmad temperature u y-pravcu.
Razmijenjena kotiina toplote kroz povrSinu BC je jednaka nuli jert¢enperatura fluida van
grangnog sloja konstantna. Ostaje, prema tome, samdikalioplote razmijenjena na zidu

dQ_dq __,[oT
dt  dt|, Y ),

Smjenom dobijenih rezultata u polaznu jetina dobija se integralna energijska jetina
graninog sloja

oT das d% .
A= =— —i)dy=— —iXdy. 477
(avjm AL LAGRDY

Pri strujanju idealnog fluida, =c,T , i tetnosti, i =c T, integralna energijska jedtina se
svodi na sled® oblik,

Pl :i?pcv (T, —T)dy=iTpcv (T, -T)dy. 4.78
ay dxg” " T dxg™ P "

4.10
Prandtl-ova i Reynolds-ova analogija

4.76

y=0

Diferencijalne jedné&ne turbulentnog gratimog sloja kao i Reynolds-ove jedinze
predstavljaju otvoren sistem jediraa (broj nepoznatih velina je ve&i od broja jedné&na). U
cilju zatvaranja ovog sistema neophodno je formatilidopunske relacije izmedju Reynolds-
ovih napona i prosfmih karakteristika turbulentnog strujnog polja. Dopke veze kojima bi
se na zadovoljavaju natin zatvorio sistem Reynolds-ovih jedi@a do danas nijesu
formulisane za opSti staj strujanja. RjeSavanju problema se pristupilo upawanjem
medjusobne zavisnosti karakteristika turbulengyje@Zacionih komponenti napona i brzine) i
prosje&nog kretanja. Na ovaj fim su nastale dopunske jedna koje povezuju \epostojée
nepoznate valine. Pojedine konstante u ovim vezama se odreékgperimentalnim putem.
Ovakav prilaz rjeSavanju problema i rezultati ksji proizisli poznati su kao poluempirijske
teorije turbulencije. Ove teorije su formulisanev@rza sld¢aj kada je prosjgmo kretanje
nestisljivog fluida pravolinijsko, paralelno i rawko ili osnosimetéino. Razvijene su
razlicite teorije od kojih su najpoznatije; Taylor-ovaarhan-ova i Prandtl-ova teorija o putu
mijeSanja koja predstavlja jedan od najinteresghtrezultata u ovoj oblasti.

Prandtl je poSao od predpostavke da je pulzaciamapknenta brzine u x-pravcu posledica
prelaza fluidnih djelia iz sloja u sloj sa razitim prosjg€nim brzinama. Prema tome,
pulzaciona komponenta brzine bi trebala biti propmralna razlici prosjmih brzina u dva
susjedna sloja koja se nalaze na nekom rastojangh.4.12.

Ay
i I — v AZE C S1.4.12
— —»/ Vx2 B Profil prosj&ne brzine pri

= - 7 = A turbulentnom strujanju preko ravne

povrsine
//////////)x61




Koeficijent proporcionalnosti je neka bezdimenzidaakcija vremena. Pri prelazu djei iz
sloja C u sloj Bée biti
- ov

V; = Vx,3 _\_/X,Z = II X y 479
oy
a iz sloja A u sloj B,
Ve = Vs — v = 1 D 4.80
oy

Pulzaciona komponenta brzine u pravcu ose,prema izlozenom, u opStemcglju biti
v, =1t )2
oy

pri cemu je, digledno,

T
~1< f(t) <1, j f(t)dt=0.

0
Imaju¢i u vidu da se na osnovu prve predpostavke pulmackmmponenta brzine javlja kao
posledica prelaza djéh iz sloja u sloj mora postojati neka veza izmema komponente i
pulzacione komponente brzine kojom se djkrecu u pravcu ose y. Prandtl je predpostavio
da je ova veza linearna u obliku

ov,
ay
Negativan znak se pojavljuje jer pozitivnoj kopotigoulzacione brzine u pravcu ose x

odgovra negativna vrijednost pulazacije u pravaiysobratno.
Na osnovu matrice (2.57) , koja definiSe tenzorgacionih napona, slijedi da je

1 __—,: 12 a_\_/x ’ 2
T = =PV, = (K (ayj (f(1). 4.83

4.81

v, = kv, = —KI'f (t) 4.82

Prosjéna vrijdnost funkcije(m)2 predstavlja neku konstantu koja zajedno sa kotwtak

i rastojanjem ImoZe biti tako kombinovana da daje neko novo jasje |, poznato kao
putanja mijeSanja. Imaguto u vidu, slijedi

— \2

7, =p 2(‘9"*} . 4.84
oy

Dobijeni rezultat predstavlja poznatu Prandtl-osariju (hipotezu) o putu mijeSanja. Légo

je predpostaviti da se putanja mijeSanja moze hetfinu funkciji rastojanja od zida y e,

prema tome, napono,, zavisiti samo od prosjeih karakteristika turbulentnog strujnog

polja (prosjéne brzine) i neke eksperimentalne konstante odZajeési putanja mijeSanja.
Prandtl-ova teorija je uspjeSno primijenjena pesgvanju niza turbulentnih strujnih polja kao
Sto su: strujanje u mlazu, preko ravne povrSingavid sl. Ova teorija ima, medjutim, jedan
ocigledan nedostatak. 1z izraza (4.84) slijedicégoulzacioni napon biti jednak nuli wka u
kojoj je dvx/dy =0, kao Sto je centar kanala, cijevi i sl., Stagtedno nije t&no. Prandtl je
formirao novu hipotezu u cilju korekcije ovog netidka, ali ona nije od nekog posebnog
zn&aja. U svakom sktaju treba oekivati da se kao rezultat Prandtl-ove teorije pobakav
profil brzine¢iji gradijent u osi cijevi ili kanala e biti jednak nuli ako se pulzacioni napon
ne zanemari u toj oblasti.

Prandtl-ova teorija omogava uspjesno rjeSavanje jedima kretanja grakinog sloja dok je u
cilju rjeSavanja energiske jediiae neophodno uvesti nove hipoteze. Reynolds jestapio
analogiju izmedju prenosa kéilne kretanja i prenosa toplote. Tangentni Reynolsapon
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se pojavljuje kao posledica prenosa &oke kretanja iz sloja u sloj usled pulzacija beziia
osnovu Prandtl-ove teorije, izraz za trenutni noponprelazu djelia iz sloja A u sloj B,
sl.4.11, se moZe napisati u obliku

] — | o - — [ yaVX
T, = =PV, ==V, (Vx,l _Vx,Z)— o oy

Na sliéan n&in se moze do i do analognog izraza za prenesenu doli toplote.
Razmijenjena kotina topolote po jedinici mase fluidnog dfglikoji prelazi iz sloja u sloj u
grangnom sloju je

4.85

dg=di, 4 .86
odnosno
q12 = iz —il, 4.87

Sto slijedi iz jedn&ne toplote (3.51), s obzirom da se disipacija gjerpri intezivnoj
razmjeni toplote moze zanemariti i da je promjentisga u pravcu y ose u gra&mom sloju
jednaka nuli. Analogno Prandtl-ovoj predpostavdiuituaciji brzine (4.80), Reynolds uvodi
slicnu predpostavku za fluktuaciju toplote

q =i, _i_l, 4.88

Sto je u skladu sa izrazom (4.87).

Trenutna koltina toplote koju razmijeni djelimased(dm) = —pv, dtdA ¢e, prema tome biti,

d(dQ’) = gd(dm) = -, i ~i: JdA dt. 4.89
Na osnovu izloZzenog slijedi da je razmijenjena &o& toplote po jedinici povrSine koja
razdvaja dva susjedna sloja u y-pravcu u jedimemena pri turbulentnom strujanju,

. _ddQ) _ s
N v fi2 —1a). 4.90
Kombinujwi ovaj izraz i izraz za tangentni napon (4.85) ¢lobe relacija
=% (-1 4.91
qA,y —m I2 11). .
ili u diferencijalnoj formi
o, di
qA,y - _o-xygx' 4,92
Poslije osrednjavanja po vremenu i uvodjenja ozrigka= d,, i Oy = r,, slijedi

di
Y, =—-T. —. 4.93
qAr T de
Za idelne gasovée biti di =c,dT, a za ténosti di = ¢,dT , odnosno,
. dT
Uar = _sz—r d_\_/x : 4,94

Ovaj rezultat se moze primijeniti samo u turbulemtnjezgru (dovoljno daleko od zida) jer
samo u toj oblasti vazi izraz (4.85 ) za turbulen@pon ( strujanje u neposrednoj blizini zida
je usled male brzine laminarno). Uz predpostavkpostojanju laminarnog podsloja usled
male brzine strujanja u neposrednoj blizini zidggmjena toplote ha samom zidu kao i kroz
cjelokupni podsloj je samo usled kondukcije

=297 4.95

ay '
dok je tangentni napon u ovoj oblasti

a
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ov

I, = ——, 4.96
oy

na osnoviega slijedi,

Ay = A I, d—T. 4.97
Mo dv,

Imajuéi u vidu da je u graghom slojur, =7, =7, (GLAVA 8) slijedi dace, u sl¢aju kada
je Alu=c,, odnosnoPR, = u/Ac, = 1 vazit isti izraz za prenos toplote u laminarnom

podsloju i turbulentnom jezgru. MoZe se, prema tomeeti da izraz (4.94) vazi po
cjelokupnom presjeku grammog sloja sa gratmim uslovima odredjenim na zidu i na gornjoj
granici granénog sloja.
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Uvod

Proces stacionarnog provodjenja toplote za materijgtanju mirovanja, sa izvorima ili
ponorima energije, je definisan Poisson-ovom jénhaan (3.41) u sled@m obliku;
div(AgradT)£q, =0. 5.1

Ukoliko se proces provodjenja odvija prvenstvengdnom pravcu, nprx ili r, promjena
temperature u ostalim pravcima se moze zanemaaibsnoviega slijedi;

i(;la—Tjqu =0 il ii(ma—Tjiqv =0, 5.2

ox\  ox ror or

Ovakvi, jednodimenzioni problemi provodjenja tolatu karakteristni za zidove relativno
velike Sirine i duzine ili cilindre velike duzinearcijim povrSinama vladaju uniformni
stacionarni gragni uslovi. Zavisno od vrste gramih uslova, vezel=f(T), broja slojeva i
geometrije zida i inteziteta toplotnih izvora ibbpora razlikuju se razni siajevi.

51
Ravan i cilindri ¢an zid sa povrSinama konstantne temperature

Zid cije su dvije dimenzije znatno $e od trée sa dvije paralelne stranice se smatra ravnim
zidom koji moze imati jedan ili viSe slojeva od lidtog materijala, sl.5.1.

", T A
: \%
Ti :Tz
Ti }
RN Ts
T ™\ /
7\,/ \//
% S >X P :il, X
< Lsi X2 > 82
< X2 > P X3 .
@ (b)

Sl.5.1Kondukcija kroz ravan zid. (a) Jednoslojan zid.\(i$eslojan zid

Energijska jedn&na u ovom sltiaju ¢e imati oblik (5.2) sa odgovaramn grantnim
uslovima:

g ,,0T

—(A—)%q, =0, 5.3
o Mg O

X=x,T =T; x=x,,T=T,.
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Kada nema toplotnih izvora (ponora), = , @ri konstantnom koeficijentu toplotne

provodljivosti A, problem se svodi na jedfiau temperaturskog pol@T /9x* =0, dije je
rjeSenje,

T=(T,-T, )X/ 0+ (Tx,-T,x )/ 0. 5.4
Za slitaj kada je koordinatni getak postavljen na povrsini zida£0 i x,=0) slijedi,
T=T,+(T,-T, )x/J. 55

Na osnovu Fourier-ove jedtiae (1.1) slijeid da je toplotni fluké, kroz bilo koji presjek na
rastojanju Xx,
. oT _T,-T
=(pA=-AA—=-L 2
Q= ox O/AA

Toplotni fluks ne zavisi od poloZzaja presjeka, oatigledno s obzirom na stacionarnost

problema i uslov da j€, = .0

U slwtaju dvoslojnog zida, sl.5.2(b), toplotni fluks krezaki sloj¢e, analogno izrazu (5.6),
biti:

5.6

- LT O Pl
= Q= _ 5.7
Q o,/ A A Q o, A,A
Kombinovanjem ova dva izraza dobija se temperatadirnih povrSina zidova,
. _AT 10, +A,T519, . 58

2 A0+,
Temperatursko polje drugog sloja se moZe odreditanalogan ri@n kao i temperatursko
polje prvog sloja.
Toplotni fluks kroz viSeslojni zid se moze dobitiabliku analognom Omh-ovom zakonu,
I=U/R,

= Bh
O, AA+0,1 A,A
koji slijedi iz (5.7) poslije smjene temperatureddain povrSinaT, date izrazom (5.8).
Funkcija potencijala U odgovara razlici temperatlrajnjin povrSina a ukupni otpor sumi
redno vezanih toplotnih otpoda/ A A. Za zid koji se sastoji od n slojeva, analogno

dvoslojnom zidug¢e biti,
Q= ;I—l_# 5.10

Zdi I AA

i=1
Cilindrican (radijalan) zid¢ija je duzina mnogo & od spoljneg ptaika, sa jednim ili visSe
slojeva, je prikazan na sl.5.2.
Kada nema toplotnih izvora ili ponora, pri konstarh koeficijentu toplotne provodnosti,
energijska jednana (5.2) se svodi na oblik
O 10T _
At r &
sa graninim uslovima:
r=R,T=T;r=R,T=T,.

SmjenomdT /or =u i s=ur slijedi rjieSenje ove jeddme, T =ClInr +C,.

5.9

0, 5.11
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e

—

(@)

SI.5.2 Kondukcija kroz cilindini zid. (a) Jednoslojni cilind¢ni zid. (b) Dvoslojni
cilindri¢ni zid

Odredjivanjem konstan€@ i C, iz grantnih uslova dobija se temperatursko polje u cilindru
T= T,In(r/R,)-T,In(r/R) “T + (T,-T,)

In(r/'R,). 5.12
In(R/R,) > In(R/R,)

Toplotni fluks kroz neku cilindtinu povrSinu na rastojanjwte biti
Q =-A a—T271L :

or
odnosno,
O=— Nl 5.13

In(R, /R,)/ 27AL

I nete zavisiti od radijalnog rastojanja r.
Analognim putem, kao i u staju ravnog zida, za dvoslojni cilindni zid prikazan na
sl.3.2(b), slijedi
- T T,

Q= , 5.14
In(R/R,)/ 2mA,L+In(R, /IR,)/ 27A,L

dok ¢e za zid sa slojeva biti

= 17T . 5.15
Y In(R., /R )/ 273 L
i=1

5.2
Ravan zid sa promenljivim koeficijentom toplotne provodnosti

Koeficijent toplotne provodnosti je, u opStemdcslu, funkcija temperature (1.24). Za najve
broj materijala se sa dovoljnontte&u moze uzeti linearna zavisnost,

A=A,@+bb),6=T-T,, 5.16
u kojoj je A, koeficijent toplotne provodnosti na nekoj referejttemperaturil,, . Smjenom

(5.16) u energijsku jeddmu (5.3), za sléaj kada nema toplotnih izvora ili ponora i kada su
temperature zidova konstantne, slijedi:

i[/10(1+b6?)%}=0, 5.17
0X 0X

X=x1, 0=01, x=x2_, 6=0.
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RjeSenje ove jeditme je
06
A, @+bf)—=C,
o (1+06) o
odnosno

32
A8+ A, b——CX+C 5.18

Za odredjlvanje toplotnog fluksa dovoljno je odtedionstantu C, s obzirom da je, prema
Fourier-ovom zakonu,

O=-2a%T = a9 - _ac,
oX oX

dok je za temperatursko polje neophodna i drugastemta G. Na osnovu datih gratih
uslova slijedi:
c=b:76, ) Atk :AO[1+9(91+92)]

X, =% 2 2

xz[/]oﬁl + 2087 12|~ x,[A,6, + A b6? 12]

X=X

Toplotni fluks¢e, prema tome, biti
O=11"Te ) A, 5.19

X=X

Sto je analogno izrazu sa konstantnom toplotnonvqamoo£u ako se umjesto stvarne
(promenljive) uzme srednja vrijednost koeficijetaplotne provodnostim,.

Temperatursko polje T=f(x) se moze odrediti iz kedde jedné&ine (5.18), koja se poslije
smjene konstanti C i {Z svodi na sled# oblik,

992+9 {e AL M(e e)} 5.20
27 Alx—x)

Analogno izrazu (5.10) za ravan viSeslojni zid sandtantnom provodnésd, slijedi

odgovarajdi izraz za sldaj promenljive provodnosti,

Q= N7 Ton . 5.21
DX A A+DX, 1A L,A+D

S obzirom da su temperature na dodirnim povrSinagmoznate, problem se mora rjeSavati
iterativnim putem. U prvoj iteraciji se predpostaeenperature dodirnih povrSina na osnovu
poznatih temperaturd, i T, izraunaju srednji koeficijenti toplotne provodnogkhi, a
zatim odredi toplotni fluks iz izraza (5.21). Temgteire dodirnih povrSina u drugoj iteraciji
se mogu odrediti iz izraza (5.19) za svaki slojgho®. Zatim se izvrSi korekcija koeficijenta
Ami 1 odredi toplotni fluks u narednoj iteraciji, swok dvije uzastopne iteracije ne budu
dovoljno bliske. Postupak veoma brzo konvergira.

5.3
Ravan i cilindriéan zid sa generacijom toplote i konstanthom toplotom
provodno&u

Toplota se u nekom sistemu moze generisati u @akir provodnicima, pri nuklearnim i
hemijskim reakcijama i sl. Kada je generacija to@honiformna i stacionarna pri konstantnom
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koeficijentu toplotne provodnosti, energijska jetina (5.2) za ravan i cilindfan zid ima

sledéi oblik;
2 . 2 .
d1—+izo d_1—+id_T+&: , 5.22
dx A dr rdr A
u kome jeq, (W/m>) generisana toplota po jedinici zapremine.

TA

\

Ti

SI1.5.3
Ravan zid sa generacijom toplote

NS
>

A

>

X

Grantni uslovi za ravan zid, sl.5.8e biti: x=0, T=Tq; x=2L, T=T».
RjeSenje jednane (5.22), za date grame uslove, ima sledeoblik

T= —TZ_T1+&(2L—X) X+T,. 5.23
2L 2A

ZaT1=Tp=Tgslijedi
T=T.+ 2L-x¥x. 5.24
2/
Gradijent temperature je, u obadlja, funkcija koordinate x pa je, prema tome, ildbp

fluks Q (W) funkcija koordinate x;

oI \CARSSY\ BF Sl FL: TR | 5.25
0X 2L A

Toplotni fluks kroz lijevu i desnu polovinte biti:

. T,-T, . g : T,-T, ¢

= AN 2L+ L, =-AAN 2L
Q A{ 2L A } R A{ 2L A }
Za slitaj kada je 1=To=Tgslijedi:

Q| :_qvAL’ Qd :q\/AL’
Sto zn&i da je toplotni fluks kroz lijevu povrSinu zidadeak toploti koja se generiSe u lijevoj
polovini zida i analogno za desnu povrsinu.

RjeSenje energiske jedhiae (5.22) u cilindinim koordinatama ima sleéieoblik:
2 o

T :—r—&+C1Inr +C,.
4 A

Za puni cilindar mora biti €=0 dok se konstantagGnoze odrediti iz uslova da je na spoljnoj
povrSini cilindra (r=Ry) T=Tg, na osnoviega slijedi,

T_Tszﬁll_(Lj } 5.26
4 |7 (R
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Ako se temperatura u centru cilindra odnsa T, moze se temperatursko polje izraziti i u
bezdimenzionoj formi

2
T-T, _1- r .
TC_TS RS

54
Ravan i cilindri ¢an zid sa konvektivhim gran€nim uslovima

Na sl.5.4 su prikazani ravan i cilindain zid sa poznatim temperaturama okolnog fluida
T,, 1 koeficijentima konvekcijeh, i h,na grantnim povrSinama ravnog zidadije
temperaturel, i T, nijesu poznate.

TA

/ R> Ru

Tloo
)

1 Tz

hl | § TZoo
7»2 h2 Tu, hu
O
:X

(@) (b)

SI.5.4Prenos toplote sa konvektivnim gréamim uslovima. (a) Ravan zid. (b) Cilindan zid

Razmijenjena kotiina toplote sa okolinom usled konvekcije na ravrmdu se moze odrediti
pomaiu Newton-ovog zakona konvektivnog prelaza toplaté)(i (1.12):

Q,=hAT -T..), Q,=hAfT,-T,.). 5.27
Iz bilansa energije pri stacionarnom prolazu tapklijedi da su ove kaline toplote jednake,

Ql Q2 One, takodje, moraju biti jednake Kafii toplote Qk koja usled konvekcije prolazi
kroz zid u stacionarnom stanju i kd@e, na osnovu izraza (5.5), biti

: T-T,
= AL -2
Qu 1)
Polazéi od uslova jednakosti ovih toplota,
Q QZ Qk Q ]
mogu se odrediti temperature povrSina zida kaamijenjena koliina toplote
- — Tloo _T200
Q= 1 5 1 5.28
e
Ah A1 Ah,
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Analogno Ohm-ovom zakonu, slijedi da je

AT
Q= , 5.29
2R
pri ¢emu jez R rezultujui toplotni otpor usled kondukcije i konvekcije;
SR=1+9, 1 5.30
hA AA hA
Toplotni fluks se moZe izraziti i u obliku
Q=UAAT, 5.31
u kome je, s obzirom na (5.29),
1 1
U= = : 5.32
AR 1,0, 1
2
rezultujwei koeficijent prolaza toplote.
Analognim putem za neki cilindmi zid, sl.5.4(b)¢e biti:
Q, =h27RL(T,-T,), Q =h2R,L(T, - T.), Q, =27L(T,-T,)/In(R,/ R)
Imajuéi u vidu da jeQ, =Q, =Q, =Q slijedi;
T, -T
Q - u S ,
2R
pri ¢emu je
ZR=In(R2/R1)+ S 5.33

2L 27RLh, 27/R,Lh,
Moze se, kao i u séaju ravnog zida, toplotni fluks izraziti preko rézjuceg koeficijenta

prolaza toplote

. 1 1
Q=UAAT; U= = , A =2IR,L. 5.34
A2R R Ririr)+:

Rh, “h,

Kriti na debljina izolacije

Rezultuji toplotni otpor za neku izolovanu cijev, sl.5¢&, analogno izrazu (5.33) biti

YRz L NR/R) MRIR), 1 £ 35
27RLh,  2m.L 2L 27R,Lh,

Rs i R>

SI.5.5
Izolovana cijev

Ts, hs razmijenjena kotiina toplote,
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TS _TU

>R
S obzirom da je »>hs i Ac>>A;, mogu se prva dvélana u izrazu (5.35) zanemariti. Iméiju
to u vidu slijedi;
. TLI _TS
Q= n(R/R,), 1
2M L 27/RLh,
Sa porastom poluptaika R, odnosno debljine izolacije, toplotni fluks ne mar opStem
slieaju da opada vese moZze desiti da prvo raste do neke maksimaljeglnosti a tek onda
da opada. Maksimalna vrijednost toplotnog fluksans&e néi iz uslova

0Q/0R, =0,

iz koga slijedi krittna debljina izolacije

R,=A/h =R,. 5.37

Sa porastom Rraste i debljina izolacije usledega raste i toplotni otpor kondukciji.
Medjutim, dolazi i do porasta spoljasSnje povrSipelacije Sto ima suprotan efekat. Péaea
se povrSina na kojoj se razmjenjuje toplota udtedvekcije i smanjuje toplotni otpor
konvekciji. Rezultujdi toplotni otpor se smanjuje sa porastormn e do B=Ry, a zatim
raste. Da bi efekat izolacije doSao do izrazajaansmoljni prénik izolacije biti dovoljno véi
od kriticne vrijednosti. Samo ako jeRRy, toplotni otpor raste sa porastom debljine iz¢éaci
pocev od nulte vrijednosti.

Q=

5.36

55
Orebrene povrsSine

Orebrene povrsine ili rebra se koriste u cilju p@rga efektivnhe povrSine na kojoj se toplota
razmjenjuje sa okolinom konvektivnim putem. Timem®/eava efikasnost razmjenjiva
toplote, intezitet hladjenja motora SUS, transfaorai sl. Razlikuju se dvije karakteri&tie
vrste rebara; rebra konstantnog i rebra promengjivoprénog presjeka.

Rebra konstantnog popémog presjeka
To su uglavnom rebra pravougaonog uniformnog poyg presjeka i Stapovi konstantnog
popre&nog presjeka. Na sl.5.6 je prikazano pravougaohmi®@ja je temperatura osnove,

dok je temperatura okolnog vazduhg.T

h, Teo 3
To 2 ‘ Sl.5.6
,:,/:/ Rebro pravougaonog popreg
Ry at presjeka
Yy 7

1L, A

X | dx N\
A< N 5

< L >
/‘\—/
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Iz energijskog bilansa za element duzixe Sirinew slijedi:

Qx = Qx+dx+ Qkonv'

Zanemarujdi promjenu temperature u i z pravcu mogu se dobiti razmijenjene kKote
toplote:

dT

: dT
= IA
< dx

’ Qx+dx = _AA& ’ Qkonv = hpd)(T _Too )’

x+dx
pri ¢emu je p=2(w+t), obim elementa rebra. Im&jw vidu da jeT, =T — (dT/dx)(dx /2)i

T,.q =T +(dt/dx)(dx/2) dobija se, za=const diferencijalna jednana temperaturskog
polja rebra,
2
d I —m(T -T.)=0, 5.38
dx=  AA

koja se poslije uvodjenja smjea=T —T_i n=./2h(t +w)/AA), svodi na oblik
d2

— - n’d=0, 5.39
dx

¢ije je opSte rjeSenje

g=Ce™+C,e™. 5.40

Prvi granéni uslov je8(0) =T, —T,, =6, , dok se drugi gra&mi uslov moze javiti u jednom od
sledea tri karakteristina oblika:

[. () =0, - veoma dugo rebrdija je temperatura drugog
kraja jednaka temperaturi okoline.
II.d8/dx=0, zax=L, - rebro konéne duZin€iija je ceona povrsina

izolovana ili razmijenjena kdina toplote kroz
¢eonu povrSinu zanemarljivo mala.
. -Ad&/dx=h 6, , zax=L, - rebro konéne duzine sa konvektivnim

prenosom toplote n&onoj povrsini.
Primjenom navedenih gramih uslova slijede odgovarajuzrazi za temperatursko polje:

. 0=6.e", 5.41
I 6= cosHn(L - x)|
cosh(nL)
0 e=g cosHn(L = x)]+ (h_ /nA)sinHn(L - x)] |
coshfL) + (h,_/nA)sinh(nL)
Toplotni fluks sa rebra na okolni fluid je jednadploti koja usled kondukcije prodje kroz
osnovu rebra;

5.42

5.43

: dT déo
=—-JA — =-JA — ,

Q Ab dX x=0 Ab dX x=0

na osnoviega slijedi:
. Q=JAnG,, 5.44
. Q=AAnE, tanhfl), 5.45
. (.Q:AADng S|nh(nL)+(hL/nA)cgsh(1L) | 5 46

coshfL) + (h_/nA)sinh(L)
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Zanemarivanjem toplotnog fluksa gaonoj povrsini rebrah{ =0), slwaj Ill se svodi na

slicaj 11, a sl€aj Il na slEaj | kad L -, Sto je u skladu sa odgovarém grantnim
uslovima. Za tanko rebray>>t, ¢e biti

n=+2h/At. 5.47
Za rebro u obliku cilindtinog Stapa, polupteika r, se dobijaju indentni izrazi za

temperatursko polje i toplotni flux, kao i za relm@vougaonog pop¢aog presjeka, stim Sto
je koeficijentn u tom sléaju,

n=+2h/Ar . 5.48

Rebra promenljivog popi@nog presjeka
Diferencijalna jednén temperaturskog polja za rebro promenljivog popog presjeka ima
oblik

2
a6,1dAdg, hf1dS)y_y, 5.49
dé© Adédé A\ Adé
u kome je: A=Af) promenljiva povrSina pop¢aog presjeka rebra
S=S§) promenljiva spoljna povrSina rebra sa koje gdotia

odvodi konvekcijom.
Za rebro u obliku diska, sl.5.7(a), za koje te<R—Ry ¢e biti: &r, A(r)=2mt |
S(r) =271(r? - R?), na osnoviéega slijedi:
d*¢_ 1d@ _2h

——+-—-—-0=0. 5.50
dre rdr At

To

L

L |
(b)

Sl. 5.7Rebro promenljivog popteog presjeka. (a) Disk. (b) Trougao.

Dobijena jednéina je Bessel-ova diferencijalna jedimea nultog red&ije je opSte rjeSenje
6=C,l,(nr)+C,K,(nr), 5.51

ukomeije: n=+2h/At,
lo - modificirana bessel-ova funkcija nultog redaepyrste
Ko - modificirana bessel-ova funkcija nultog redagdrwrste.
Za granéne uslove

OR)=T,-T,=6,, o =0
drf g,
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dobija se slijedée rjeSenje:

6 __1,(n0K,(NR,) +Ky(nn) 5(R) e
6, 1,(NR)K,(nR)+K,(nR)I,(nR,)"
Q=2mt0b(an) Kl(nRi)Il(nRz)_ |1(an)K1(nRz) 553

l,(NR)K,(NR,) + K, (NR)1,(NR,)
u kome je:
I, — modificirana Bessel-ova funkcija prvog reda prste,
K1— modificirana Bessel-ova funkcija prvog reda drugste.
Diferencijalna jednéna temperaturskog polja za trouglasto rebro, &ld, ¢e biti

2
xd f+%—n26’=0, 5.54
dx®  dx
pri ¢emu jen=,/h/Atang . RjeSenje ove jeddme je
£:I0(2n«/§)’ o=t4, ha |1(2n\/f)_ -
8, 1,2n/L) \ Ltang 1,(2nvL)

Efikasnost rebra

Osnovna funkcija rebra je patanje efektivhe povrSine na kojoj se razmjenjujeldtap
konvektivnim putem sa okolinom. Medjutim, rebro §teevlja toplotni otpor usled kondukcije
pri transferu toplote sa osnove na kojoj je pogad rebro na okolni fluid. Imaguto u vidu,
transfer toplote se ne mora uvijek péae postavljanjem rebra. Nivo efikasnosti rebra se
definiSe preko koeficijenta efektivnosti koji préadja odnos razmijenjene koine toplote

sa povrSine rebra i toplote koja bi se razmijersiéa povrSine osnoved , na Kojoj je

montirano rebro

€= Q : 5.56

hAS,
Mada koeficijenti konvekcije na osnovi i rebru sijeisti, smatra se da je razlika ovih
koeficijenata za ovu analizu zanemarljiva. Za svakoionalno rjeSenje, treba teziti da
koeficijent efektivnosti bude Sto &e Da bi rebro bilo efikasno treba ispuniti uslew 2.
Koeficijent efektivnosti rebra konstantnog papreg presjeka, obimap=2(w+t),

prikazanog na sl.5.64, = A), za beskonmo dugo rebrae biti

E= @ 5.57

hA
Ocigledno je dace efikasnost rebra biti po¥@na sa izborom materijala visoke toplotne
provodnosti, kao Sto su npr. legure bakra i alumma. Posebno su pogodne legure
aluminijuma zbog manje cijene i tezine iako im @plotna provodnost manja od bakra.
Efikasnost rebra se takodje podsga sa powsnjem odnosa obima rebra P i pajpeg
presjeka A. Imajéi to u vidu treba koristiti viSe tankih rebara, wdédracuna da medjuprostor
ne bude suviSe mali da ne dodje do blokiranja sbgijtoka u prostoru izmedju rebara i do
velike razlike u koeficijentima konvekcije na osnovebru. Na osnovu izraza 5.57, takodje
slijedi da je upotreba rebara opravdanija &aevima kada je koeficijent konvekcifemali.
Imajuéi to u vidu, slijedi da rebra treba koristiti u &jevima kada se povrSina hladi
gasovima, za razliku od deosti, i kada je izlozena slobodnoj, za razliku dnudne
konvekcije. Ako se rebra koriste na povrSinama kamvajaju gas i tost, onda se ona
postavljaju na gasnoj strani. Téan oprimjer je hladnjak automobila. Ako se kaoddjum
opravdanosti upotrebe rebra uzme ustav2, na osnovu 5.57 slijedi
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— 24, 5.58

Uporedjujii rebra beskonme i kon&ne duzZine sa izolovanotieonom povrSinom, moze se
zakljwiti da ¢e koeficijent efektivnosti rebra kofr@e duzine bit jednak 98% od koeficijenta
rebra beskonme duzine zanL=2.3. Imaj¢i to u vidu slijedi da nema potreba praviti rebra

¢ija je duzina véa 0d2.3/n,n=,/2h(t +w)/ AA.
Druga mjera efikasnosti rebra je koeficijent koagndejstva rebra, koji predstavlja odnos

razmijenjene toplote i maksimalne mdégwkolicine toplote koju bi rebro, date geometrijske
konfiguracije, moglo da razmjeni

Qmax hAeb
Maksimalni toplotni fluks bi odgovarao skju kada bi temperatura povrSine rebra bila
jednaka temperaturi osnove, T5T6=6,. S obzirom da rebro prestavlja otpor pri transferu
toplote usled kondukcije, mora postojati gradijet@mperature duz rebra, tako da
predpopstavka o jednakosti temperature rebra ivesmwedstavlja idealizaciju za rebro
beskonano velike provodnosti. Za rebro konstantnog popog presjeka sa izolovanom
c¢eonom povrsinom, koeficijent korisnog dejsteabiti
_AANnB tanh(nL) _tanh(nL)

hAB, nL
COcigledno je da sa povanjem duzine rebra opada njegov stepen korisnajvdejimajgéi to
u vidu, vei broj kratih rebarace biti efikasniji od manjeg broja ¥e duzine. Koeficijent
korisnog dejstvate dostéi maksimalnu vrijednost jednaku jedinici i minimalwvrijednost
jednaku nuli kada njegova duzina bude jednaka ndhosno beskoriao velika. Podaci zg
se mogu né za razne vrste i konfiguracije rebara u odgovegjliteraturi.

5.60

Ar,h /

As, hs

() (b)

S1.5.8Nizovi rebara. (a) Pravougaona rebra. (b) Relohliku diska

Ukupni toplotni flux sa niza od k rebara povrSie sl.5.8, sa medjurebarskim prostorégi
odgovarajdim koeficijentom konvekcijd, ¢e biti:

Q=k(hA +nhA )8, 5.61
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Stepen korisnog dejstvd)o, niza rebara se moze odrediti na analoga&innkao i za
pojedin&no rebro,

_ Q
No hAB, ° 5.62
pri cemu je,
A=k(A+A), 5.63

ukupna povrSina sa koje se razmjenjuje toplotaodiavu predhodnih izraza slijedi izraz za
stepen korisnog dejstva niza rebara,

No =1-%(1-n). 5.64

Na sl.5.9 prikazani su razni oblici rebara za tdagh elektronskih kola.

SI.5.9
Orebrene povrSine omdaia
elektronskih kola
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Uvod

Za razliku od jednodimenzione, viSedimenzionu kdmiu karakteriSu gradijenti
temperature u dva ili viSe pravaca. Temperaturskie pje definisano Poisson-ovom
jedna&inom (3.41);

div(AgradT)+q, =0. 6.1

Kada je A=const i ¢, =0 (konstantan koeficijent toplotne provodljivosti Zb¢oplotnih

izvora ili ponora), ova jedrtana se svodi na Laplace-ovu jedimas (3.44), koja u Deckart-
ovom koordinantnom sistemu ima oblik
0°T  9°T  0°T _

+ + =0
ox> oay* 0z
Za razliku od jednodimenzionih sistema, gdje sublenmi opisani okinim diferencijalnim
jednacinama, kod viSedimenzionih sistema se morggsavati linearne parcijalne
diferencijalne jednane drugog reda. Postoji viSe rdfih metoda odredjivanja
temperaturskog polja u slaju viSedimenzione kondukcije i mogu se svrstatii osnovne
grupe; analittke, graftke i numertke metode. Svaka od ovih metoda je pogodna za
odredjenu klasu problema tako da se medjusobno njigpu Na osnovu poznatog
temperaturskog polja moze se lako odrediti toplBtrikis u bilo kom pravcu.

6.2

6.1
Analiti ¢ka rjiesSenja

Laplace-ova diferencijalna jedfiaa se u nekim slucajevima moze rjesiti an&titmetodom
razdvajanja promenljivin. S obzirom na linearnidder ove jednéne slijedi dace linearna
kombinacija viSe rjeSenja za razle grantne uslove takodje biti odgovarépi rjieSenje za
neke zbirne gratine uslove.

llustrativan primjer analitickog rjeSenja je pragaoni profil, sl 6.1, beskotae duzine
(0/0z=0) popre&nog presjekdxW ¢ije su tri stranice izlozene konstantnoj temperalyr
dok je raspodjela temperature natjestranici sinusna funkcija,

T=T,+T,sin(7x/L). 6.3

lako je pojava sinusne raspodjele temperaturedrajeod stranica profila u tehnickoj praksi
malo vjerovatna, izbor ovakvog gradnog uslova nije skajan jer daje najjednostavnije
rjeSenje Laplace-ove jedtine, na osnovu koga se mogu dobiti odgovaajgyeSenja za
slozene grakne uslove.

Ya

To+Tasin n—]j(

2T, To SI.6.1
Dug pravougaoni profil
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S obzirom na relativno veliku duzinu profila i gréame uslove konstantne u z pravcu slijedi da
¢e i promjena temperature u tom pravcu biti jednakig 0T /0z=0, tako da se Laplace-ova
jednaina (6.2) svodi na sledeoblik;
0°T  0°T _
- 4+ =
x> ay?
sa graninim uslovima:

T(0,y)=To, O<y<W,

T(L,y)=To, O<y<W, 6.5

T(x,0)=T,, 0<x<L,

T(X,W)=Ty + T4 sin(7&/L), O<x<L.
Uvodjenjem smjené=T-T, slijedi
0°6 N 0°6 _
x> oy?

0, 6.4

0, 6.6

dok ¢e granéni uslovi biti:
&0,y)=0, 0<y<W,
AL.y)=0, O<y<W,
&x,0)=0, O<x<L, 6.7
AX,W)=6, sin(7x/L),
pri ¢emu je 8, =T,, maksimalna temperaturska razlika na povrSini &tap sinusnom
raspodjelom temperature.
Predpostavljaju se parcijalna rjeSenja u obliknizyoda dvije funkcije od kojih jedna zavisi
od koordinatex a druga od koordinate
8, =X, (JY,(y). 6.8
Poslije diferenciranja i smjene u Laplace-ovu j&iima (7.6) slijedi;
_1.d’X, _ 1d%,
X, dx Y, dy*
S obzirom da su lijeva i desna strana ove jédeafunkcije samo jedne promenljive, obije
moraju biti jednake istoj konstanti. Grani uslov zadat u obliku sinusne funkcije moZze biti
zadovoljen samo ako je ova konstanta pozitivna, kjr

_idz_x = k2 i szn = k2
Xodx "y dy "
Partikularna rjeSenja ovih jedhiaa su:
X, =C,, cosk, x)+C,, sin(k,x),
Y =C, e +C, e,
pa je, prema tome,
6, =[C,, cosk,x) +C,, sin(k,))]|C,,e™ +C,.e%]. 6.10
Na osnovu prvog od gramiih uslova (6.7) slijedi da j€;,=0 a na osnovu téeg C4=-Cs,,
dok drugi granini uslov daje
C,,C,, sink, L)(e™ -e“Y)=0.
Da bi ovaj izraz bio jednak nuli mora bgin(k,L) = , @dnosnok, =ns/L, pri¢emu jen cio
broj. Bilo koje partikularno rjeSenje (6.1€9, prema tome, imati oblik
6, =C,sin(n/x/L)sinh(n7y/L),

6.9
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u kome jeC, =-2C.C,.
Opste rjeSenje jednme (6.6) je jednako zbiru svih partikularnih rjpge odnosno

6=> C,sin(nrx/L)sinh(n7g/L). 6.11
n=1

KonstanteC, se mogu odrediti na osnovatvrtog graninog uslova, na osnovu koga slijedi:

6., sin(7x/ L)=C, sin(7x/ L)sinh(7aV / L)+ C, sin(27x/ L)sinh(27aV / L)+ C, [

Da bi ova jednakost bila zadovoljena mora biti

C,=6,/sinh(7wW/L),C,=C, =0.

Imajuci to u vidu dobija se koran izraz za raspodjelu temperature po papm presjeku

profila;

g=g STNOW/L) GomiLy. 6.12
sinh@av /L)

Kada je cetvrti od graninih uslova (7.7) zadat u vidu proizvoljne funkd@je f(x), na

osnovu (7.11) slijedi

f(x)=>_C,sinh(mV /L)sin(n7x/L) . 6.13

n=1
Uporedjujiti ovaj izraz sa Fourier-ovim redom za neku nepagradodicnu funkciju f(x) sa
periodom2L (-L +);
f(x) :ansin(nnx/L), b, :%I f (x)sin(n7x/L)dx,

n=1
dobija se

2 L
C, =— j f (x)sin(n7x/ L)dx.
Lsinh(n7aV /L)

Smjenom u (6.11) slijedi izraz za raspodjelu terapee po poprom presjeku Stapa, kada
je temperatura duz jedne od njegovih stranica zagda&idu proizvoljne funkcije f(x);

o0 H L
p=23 SNhOBIL) ooty [ f(9sin@/ Lydx. 6.14

L 45 sinh(n7aV /L) 5

Za svaku datu raspodjef(x) moze se, u principu, odrediti integral u izrazu {§ pa, prema
tome, i odgovarajuce temperatursko polje. Kadageperatura i ndetvrtoj stranici konstanta
& Gc=const ovaj integral ce biti

igc Sin(nnxl L)dX— —9 _COS¢177(/ |_)| =48 _[( 1)n+1 ]

dok se izraz (6.14) za temperatursko polje svodiled€i oblik
n+l
0=, Z( 1) 1 sinh(y/L) Gl . 6.15
sinh(n7aV /L)

OC|gIedno je da uglovi Stapa predstavljaju sinquéatake kada jeT#T, jer temperatura u
kornerima ne moZze biti istovremenddi Ty, vet se naglo mijenja od. do Ty

Superpozicija rieSenja

S obzirom da je Laplace-ova jediraa linearna, zbir dva ili viSe rjeSenja sa datirarginim
uslovima predstavlja takodje rjeSenje Laplace-@dn@ine sa zbirnim gratnim uslovima.
To je poznati princip superpozicije rjeSenja kaimoze koristiti za rjeSavanje problema sa
slozenim grar@inim uslovima.
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Predpostavimo da su temperature duz dvije strgmicila T, i T., konstantne iraztite od

To, sl.6.2(a).
YA YA
Tei Oci
A A
=| Tcz To =Z| 0c2 0
\ o v -
To X 0 .4
L L
@) (b)

S1.6.2Dug pravougaoni profil sa raziiim temperaturama stranica

Uvodjenjem smjened=T-T,, grantni uslovi ¢e biti kao na sl.6.2(b). Problem se moze
predstaviti kao zbir dva partikularna problemaesageraturama razitim od nule duz samo

jedne stranice Stapa, sl.6.3.

]

YA YA YA AX
Oci Oci 0
Oc2 = 90 + B 0
0 :x 0 >x §,’ %
) L | L i L
S|.6.3Superpozicija rjeSenja dugog pravougaonog Stapa
RjeSenje prvog problema je, s obzirom na (6.15),
o (__q\n+l H
6, :eclzz( Dl s.lnh(nwlL) sin(n7x/L). 6.16
mE n sinh(n7aV /L)

Drugo partikularno rjeSenje se moze&inaa analogan r&an. Ono je takodje po svom obliku
indentino predhodnom rjesenju u koordinantnom sistemy;x

0 _ n+l H !
6,=g, 2> O +1SNO W) G ey 6.17
V) g n sinh(n7L. /W)
S obzirom da j&=y i y =L-x, slijedi,
© _ n+l H _
6,=6,23 Y +Lsintlna(L =) /W] Gy 6.18
V) g n sinh(n7/2./W)
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odnosno
=6 +06,. 6.19

6.2
Numeri¢ka analiza - ravanski problem

Temperatursko polje u kome nema toplotnih izvorgdnora sa konstantnim koeficijentom
toplotne provodnosti je definisano Laplace-ovomngéthom (6.2), koja se za ravanski
problem @/0z=0) svodi na sled# oblik

2 2
a—z + a—z =0. 6.20
ox° oy
Analizira se temperatursko polje na povrSini proipwg oblika, sl.6.4, koja se moze
izdijeliti na beskon&n broj dovoljno malih pravougaonika tako da sergema temperature
duz linije koja spaja teziSta dva susjedna pravontd@ mozZe smatrati linearnom.

:
e B U
/[ ~\ I TR N S
a1 TN 1 ni[3:
[ [ ENNE \ R N 0 N O iAy
l 1A] E
y 2 N S 2
N :
N \
L 7
F=N Ax
X «>
(a) (b)

Sl.6.4Dvodimenziono temperatursko polje. (a) Presjekzwaljnog oblika. (b) n-tévor

Na osnovu numetke analize (metoda ko&aih razlika) moze se prvi izvod neke funkcije
f(&), utackié, sl.6.5, izraziti na jedan od sleédetri n&ina:

A y=f(0)
f(¢)

SI.6.5
Metoda konanih razlika

AC|AC 84
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F(&)= ”‘z”AA“;‘”“O) &)= f(fo)—gi:‘o—AE),
(g ="Grhe ; (4o=08) .

poznata kao diferenciranje unaprijed, diferenceamnjazad i centralno diferenciranje. lako je
centralno diferenciranje natiaije, primjena diferenciranja unaprijed ili unazadgogodnija u
pojedinim sldajevima i pored manje dnosti. Primjenom centralnog diferenciranja, u tack
& —AET2 10 tacki &+ A& /2, dobijaju se prvi izvodi:

: f(So) = (S —AS) f (S +AS) ~ T(S)
f AET2 9 9 , f +AE[2)=—22 0 6.22
($o—AS/2) = AE (& +AE12)= AE
Analogno izrazu za dobijanje prvog izvoda centraldiferenciranjem, drugi izvod u tackj,
se moze izraziti u sledem obliku

f'(&,+AE12)— (&, ~AEI2)

f(&)= A 023
Smjenom prvih izvoda, definisanih izrazima (6.22ijedi
f(go): f(50+AE)_2f(EO)+f(éO_Ag) 624

AE?
Ovi izrazi se mogu dobiti i sabiranjem ili oduzingam Taylor-ovih redova funkcijef (¢) u
tackamaé, +A¢ i &, — A&,

F(&+D8) = (&) + T(&)DE+ (&, £

+1"(&) :
A53

Afz

A;fz

f($o —A8) = F(&) — F1($)AL + £7(So)

zanemarivanjendlanova viseg reda.
Izvodi odredjeni navedenim izrazima su priblizn@nia Tatnost je odredjena veélnom
zanemareniktlanova u navedenim redovima. Gl biti potpuno téni kadaAé - 0Oili kada

je funkcija f ¢ ) linearna.
Primjenom izraza (6.24) drugi izvodi wkan, sl.6.4 ce biti:
O°T _T,-2T,+T, 9°T _T,-2T, +T

- 17(&%)

P Ay?

Sto poslije smjene u (6.20) daje

(T, = 2T, +T,)AX? + (T, - 2T, + T,)Ay* = 0. 6.25
Za Ax=Ay dobija se,

T,+T,+T,+T,-4T =0. 6.26

Sli¢ne relacije se mogu napisati za temperaturu tebikickog elementarnog pravougaonika
(kvadrata) prikazanog na sl.6.4. Na tafinase dobija sistem od linearnih jedn&na sa n
nepoznatih temperatura ako su poznate temperaturgoljnoj granici povrSine. Dobijeni
sistem jedné&na se moze rjeSiti nekom od poznatih kiagh metoda.

Izraz (6.26) se mozZe dobiti i analizom toplotnodatsa n-tog elementa. Ako npr.
predpostavimo da toplota ulazi u djelic materijgnojerovimal-ni 2-n a izlazi u smjerovima
n-3in- 4sI|jed|

AQl n+AQ2 n _AQn 3+AQn -4 *

Imajuci u vidu da j%Q AQk_n , toplotni bilans se moze napisati u sledecem ablik
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AQ,.,+DQ,.,+AQ, ,+AQ, , =0, 6.27
koji ne zavisi od predpostavke o pravcima dovodadi’oda toplote. PrimjenorRourier-ove
jedn&ine (1.1) za konvektivni prenos toplote, na dj¢didinicne debljineAL i Sirine Ax ili

Ay, dobija se
—/]ALAyT i - AALAX—"——= L /]ALAyT - AALAX To-Te =0.
AXx Ay Ax Ay

Ovaj izraz se, u stiaju kada jeAx = Ay, svodi na oblik

T,+T,+T,+T,—-4T, =0,

koji je identEan sa izrazom (6.26). Imdjuto u vidu, slijedi da se sistem jedaa, koje
opisuju temperatursko polje moze dobiti potaze jedn&ine temperaturskog polja (6.20) ili
od toplotnog bilansa svakog djsi materije.

Analiza grani‘nih uslova
Kada je spoljna granica odredjena linijom proizmolj oblika, sl.6.6, iz analize toplotnog
bilansa djekta jedintne Sirine,AL =1, prikazanog na slici slijedi:

»le
P

RSN S1.6.6
2 v Granina linija proizvoljnog oblika

aAx AX

A
Y
A
Y

_)\(%4_&)1} _Tl _)\(aAX_l_ngn _TZ _)\(bAy +ﬂan _TS _)\(aAX_l_ngn _T4 —
2 2 ) alx 2 2 Ay 2 2 AX 2 2 ) bAy

odnosno, zalx = Ay,

Lo, T, T T(E.Flj 0. 6.28
a(a+l) b+l a+l b(b+1) a b

Ako se na spoljnoj granici toplota predaje okolnitundu konvekcijom, temperatura
spoljne povrSine najcés nije poznata. Poznata je temperatura fluida glovalaleko od tijela
T, i koeficijent konvekcije h, sl.6.7. Analizom tophwg bilansa za djdlijedinicne Sirine

0

prikazan na slici slijedi:

A
y
S1.6.7
1 Ravna povrSina sa konvekcijom
Ay S
[ [
L S T A = ALl Sl Py VLSl RSN AL F il ESIVNVE R Y
1‘ AX 3 = 2 Ax Ay 2 NAx
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Za Ax = Ay ¢e biti
Lir vam,+m)+ % —(@ujTn =0. 6.29
2 A A
Kada je spoljna povrSina potpuno izolovana, pogietlan u jednaini toplotnog bilansa

(6.29) je jednak nuli (h=0), pa je u tom &hju
%(T1 +T,)+T,-2T, =0. 6.30

Analognim putem se mogu dobiti odgovarajuci iztzzisl¢ajeve prikazane na sl.6.8, sl.6.9 i
sl.6.10.

;| LT
n
Ay/2! 1(T1 +T2)+@Tw (DB, T, =0, 6.31
Ay L--4 hTw 2 A A
Ax2)
5 (Ax=Ay=As).
Ax
S1.6.8Spoljasnji ugao sa konvekcijom
h, T
e T1+T2+@Tw—(@+2jn:o, 6.32
Ay/2! A
Ay| " - b=0 (Ax = Ay = As)
Y Ax/2 y
2
AX

+%5Tw —(@+3an =0. 6.33

1
T1+T4+§(T2 +T3) 1

(Ax=Ay=As).

SI.6.10Unutrasnji ugao sa konvekcijom
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Uvod

U nizu procesa provodjenja toplote nestacionarmingni uslovi uslovljavaju promjenu
temperature ne samo po prostord va vremenu. Promjena temperature moze biti pefrad

i aperiodéna. Periodine promjene se ngg&e odviaju po nekoj harmonijskoj funkciji (npr.
kombinacija sinusa i kosinusa) ili po nekoj peréodj ciklicnoj funkciji. Tipican primjer
periodiéne promjene temperature je zagrijavanje i hladjdsigka motora sa unutrasnjim
sagorijevanjem. Aperiodine promjene su po svom karakteru prelazne promjeme&emu
temperatura u datoj dki tijela raste ili opada kontinualno, gege po nekoj nelinearnoj
funkciji vremena. Moze se desiti da je intezitetorpjene temperature po prostoru
zanemarljiv. Dato tijelo ima u tom slaju neku srednju temperaturu koja zavisi samo od
vremena, Sto ziajno pojednostavijuje analizu problema. Nestacioaakondukcija je
karakteristina za niz procesa koji se &eu metalnoj industriji (zagrijavanje i hladjenje
metalnih ingota u cilju mehatke i termtke obrade), kerartkoj industriji, industriji stakla i
prirodi uopste.

U cilju anlize temperaturskog polja tege se koristi diferencijalni oblik zakona o odrzanju
energije za materiju u stanju mirovanja, odnosdogina toplotne difuzije (3.37),
div(AgradT)te,, = p?}—l: :

koji se u sldaju kada jel=const i kada nema toplotnih izvora ili ponokg (=0), zacvrste

materije i ténosti (g=c,=c), svodi na sledeoblik (Fourier-ova jedn.)
0°T +02T +02T 10T

o2 oy 922 aadt’ &
u kome jea= A/ pc, koeficijent toplotne difuzije.
Za dvodimenzione problente biti
0°T 0°T _ 10T
+ =-=-7 7.2

ox*> oy’ aodr’

Jednéine (7.1) i (7.2) su parcijalne linearne diferealrip jedndine drugog reda séetiri
odnosno tri koordinatex(y,z,J. U cilju odredjivanja konstanti dobijenih pri edraciji
neophodno je poznavati onoliko gramh uslova za svaku koordinatu koliki je i red
diferenciranja po toj koordinati (po dva grama uslova w-pravcu iy-pravcu i jedan gratini
uslov po vremenu). Uslovi duz x i y koordinate sazipati kao grani iako ne moraju biti
specificirani samo za spoljne granice tijela¢ v@& mogu odnositi i na neku unutrasnju
povrSinu. Oni se n&gXe daju u vidu poznate temperature ili gradijentaaderature na
graneénim povrSinama ili konvektivhog prelaza toplote tgala na okolni fluid. Grarini
uslovi u funkciji vremena predstavljaju poznatu paraturu u nekom vremenskom trenutku,
nagese na poetku procesa (g@tni uslovi).

Problemi se mogu rjeSavati analidi i numeriki. Analiticke metode su pogodne za
jednodimenzione probleme dok je moégast njihove primjene na viSedimenzione probleme
ograntena na relativno mali broj slajeva, pricemu je primjena dobijenih rezultata éeie
slozena i nepraktna (redovi, specijalne funkcije, tabele i sl.). & &gutora je detaljno obradilo
analiticki prilaz, npr. Arpaci [1], Myers [2].
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7.1
Biott-ov broj

Na sl.7.1 je prikazan problem hladjenja cilindr&gtae temperatur€, temperature spoljne
povrSine T i temperature u osi cilindrg, u struji fluidacija je temperaturd., (T, >T,).

SI.7.1
Cilindar u struiji fluida

Strujanje fluida oko cilindra uslovljava konvektiyorelaz toplote sa spoljne povrSine cilindra
na okolni fluid,ciji je intezitet definisan Newtornovom jedndinom konvekcije (1.6),
4, =hT.-T.). 7.3
Razmijenjena kotina toplote usled konvekcije mora biti jednaka ttplkoja usled

kondukcije prolazi kroz spoljnu povrsSinu cilindtaeficijenta toplotne provodnosa,,
h(T,~T.) = 4.2

or

Moze se u cilju procjene reda wfie pojedinihclanova uzeta da jéT /or =(T,-T.)/R, na

osnovucega slijedi

7.4

r=R

T-T, _hR 7.5
T.-T, A
Koli¢nik hR/ A je poznat kao Biott-ov broj. U opStem &hju je
B, 2&, B :—LM , 7.6
A 1/h

pri ¢emu je L neka karakterigtia dimenzija tijela. Ukoliko nije drugge definisano, to moze
biti odnos zapremine tijela i njegove spoljne pows

Bezdimenzioni Biott-ov broj predstavlja odnos uastijih (L/A)i spoljasnjih (1/ h) otpora
prenosu toplote. On je indikator inteziteta promgjé@mperature unutar tije(éfc —TS). Ako je

ovaj broj veoma mali, slijedi da je unutraSnji gjaat temperature zanemarljiv odnosno
T, =T,. To¢e biti u sl&aju kada su mali unutrasnji otpori provodjenju tap] odnosno kada
je Aveliko (materije visoke toplotne provodnosti, rapmetali a naréito srebro, bakar i sl.) a
L (R) malo (tijelo malih dimenzija) ili kada je kbejent konvekcije takodje mali (veliki
spoljasnji otpor). MoZe se desiti da je u tom¢aju temperatura tijela (cilindra) u svim
tatkama priblizno ista i da je funkcija samo od vremeb suprotnom, kada j& malo
(izolacioni materijali) a h veliko (intezivna turlemcija, kondenzacija i sl.), Biott-ov broj tezi
beskonanosti. U tom slaaju ¢e spoljasnji otpor prelazu toplote biti veoma nalrT, .
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! /'Tw h [ B -T(x, 0) = T; - 0 =15 I
' n B
o : ) ) I/N
e - . - -
,IL ! [I, =T .l L P 'I ' L | ]
l_k\‘ ?l:;(tl) r fl;(‘l 0 Ti[ ;(>\1 1)

Sl.7.2Temperatursko polje u ravnom zidu sa kazin Biott-ovim brojevima

Na sl.7.2 je prikazana raspodjela temperature wnamv zidu sa razlitim Biott-ovim
brojevima. Prikazana su tri saja sa Biott-ovim brojem mnogo manjim od jedinice,
jednakim jedinici i sa brojem mnogodmn od jedinice. Péetna (inicijalna) temperaturg je
ista u sva tri sléaja, konstantna po pogreom presjeku zida.

Za male Biott-ove brojeve gradijent temperaturetanmida je zanemarljiv u svakom trenutku
vremena, dok je za srednje i velike Biott-ove bvejgpromjena temperature po parem
presjeku znéajna.

7.2
Sistem sa malim unutrasSnjim otporom — Fourier-ov boj

Ovaj problem se pojavljuje u praksi dege pri hladjenju zagrijanih metalnih predmeta
poslije obrade u zagrijanom stanju. Im@ju vidu da je tempearatura unutar tijela priblizno
konstantna, za analizu problema je pogodniji irakgroblik energijske jedrine za tijelo u
stanju mirovanja, koji slijedi iz jeddme toplotne difuzije (3.37),

[ div(AgradT )dVijegydv=jp%dv. 7.7
\% \ v

Kada je A = const, &,,=0(nema energetskih izvora ili ponora) d, =c, =c(cvrste
materije), transformacijom zapreminskog u povrsimskegral dobija se,

j)\a—T dA=jpca—Tdv. 7.8
LU v ot

Iz uslova jednakosti toplote koja usled kondukpijedje kroz spoljnu povrSinu tijela i toplote
koja usled konvekcije prelazi na okolni fluid stlje

0T
on

=h(T,-T,), odnosno- (T, -T_ )A= J'pc%—l_dv .

A \Y
S obzirom da je temperatura unutar tijela priblizcanstantna, T, =T =T(t), dobija se
sledé€a diferencijalna jedri@na

ar___ A4, 7.9
T-T, pcV
cije je rjeSenje, za getni uslovt = 0,T =T,
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h
- -—t

ToTo _gpa’ 7.10
T-T,
u kome je karakteristha duzinal =V / A. Uvodjenjem bezdimenzione vremenske konstante,
poznate kao Fourier-ov broj,
F=a 7.11

L
dobija se kon&an izraz za promjenu temperature unutar tijelankdiyi vremena, u sledem
obliku

T-To _en 7.12

Toplotni fluks sa tijela na okolni fluide biti
h

4, =h(T, -T.) =h(T, -T.)e ~* ,

a toplota razmijenjena u jedinici vremena,
h

. dQ . s
=—<=|qg,dA=hAT -T )e ~ .
Q= > j q.0A=hAT, - T,)
Ukupna razmijenjena kdlina toplote koja za vremenski intervalpredje na okolni fluid je
T _h.
Q=I®T =pcV(T -T, {l—e pel J 7.13
0
Ako se iz izraza (7.10) odredi temperatdia koju tijelo ima poslije vremenskog intervata
_h.
Tk _Too =(-r| _Too p pet ’
onda se razmijenjena kdina toplote moze izraziti u obliku

Q=pcV(T, -T,),
koji je ekvivalentan razlici unutradnjih energijgla u inicijalnom i trenutkur .

7.3
Polubeskon&no tijelo

Analizira se polubeskogiao tijelo prikazano na sl.7.3)< x<o, ¢ije su dimenzije wy i z
pravcima beskort@mo velike, tako da se promjena temperature u oviavgima moze
zanemariti.

y

JITTh.
vy

Polubeskonéno tijelo

z

Tijelo je na inicijalnoj temperatuf; ukljucuji¢i i povrSinu x=0. Temperatura na povrsini se
naglo promijeni na Ji drzi konstantnom. Treba odrediti promjenu temapare duz tijela u
toku vremena. Ovaj staj se pojavljuje u praksi pri relativno brzom snvwamju zemljine
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erf(u)

povrsSine ili povrSine nekog proizvoljnog tijelaaéiyno velikih dimenzija. Odgovara takodje i
izolovanom Stapu relativno velike duzidg je jedan krak uronjen u toplotni izvor, kao i
slieaju idealnog kontakta dva tijela radlih inicijalnin temperatura i kontaktu tijela sa
niskim koeficijentom kondukcije i fluida sa velikikoeficijentom konvekcije. Temperatursko
polje je odredjeno jeddaom
0°T _1loT
x> aot’
koja slijedi iz energijske jeddme (7.1) za sléaj kada jedT /dz=0t/dy =0, sa graninim
uslovima;

T(x,0) =T,

T(O,t)=T,, zat >0,

T(o,t)=T,, zat=0.
RjeSenje ove jedrtme je dato u vidu Gauss-ove funkcije greske, (taidas), Schneider [3];

T(X,t)_T X 2 ¢
—— s —erf| — |, — e dn, 7.15
T -T (Mat} vﬂ! 7

koja je prikazana na sl.7.4 i data tabelarno u tada5.

7.14

erf (u) =

1

0.9

0.8 //

0.7

0.6

05 SI.7.4

0.4 / Gauss-ova funkcija greSke

0.3 /
0.2 /
0.1

0

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
u

Imajuéi to u vidu slijedi

x/-/4at
T(xt)=T,+(T, T)\/_ je‘ﬂ dn. 7.16
Toplotni flux kroz povrSinx=0 je
oT
-AA—
Q OX x=0
Primjenom Leibnitz-ovog pravila diferenciranja
d d[b(x P da(x
9V e ¢ ar =LMoo+ T 2 0] 200p g, 7.7
a(x) a(X)

dobija se gradijent temperature u proizvoljnom jelas
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OT _T-T, évaa

ox mat '
Toplotni fluks u presjeku x=0e biti
: T -T

Q= A—=—.
~ 78t
Analiticko rjeSenje (7.16) se moze primijeniti i na tij&onatne duzine ¥ za neki vremenski
periodt <t,, za koji¢e temperatura u presjeku= x, biti nepromijenjena. Sa sl.7.4 se vidi da
se tijelo konane duzine L moze tretirati kao tijelo beskdna duzine ako je ispunjen uslov

L >18. 7.20

Jaat

RjeSenja problema polubesk@énag tijela sa konstantnim toplotnim fluksom na gpal
povrsSini, konstantim koeficijentom konvekcije kaosluaja idealnog kontakta dva tijela
razlicitih inicijalnih temperatura je dato u dodatkb.

7.18

7.19

7.4
Jednodimenzioni sistem sa konvekcijom na spoljnima@vrSinama

Na sl.7.5 je prikazana pia (zid) beskon&ne Sirine i duzine, debljine 2L, petne temperature
T,, uronjena u fluidcija je temperatural,, . Koeficijent toplotne provodnosti ple je A a
koeficijent prelaza toplote na okolni fluld Ukoliko se temperatura ple mijenja u Sirokom
opsegu, u toku datog vremenskog intervala, moAe @&oj iteraciji uzeti srednja vrijednost
koeficijenta toplotne provodnostil, =(A,+A, )/Za zatim ponoviti pron za svaki uzi
interval posebno.

NN
NS

T, h
L
X SL.7.5
Jednodimenzioni sistem sa
uniformnom poéetnom
o1 temperaturom izloZzen konvekcij

A

Jedndina temperaturskog polja, kao i u predhodnontaly slijedi iz energijske jedtime
(7.1) za jednodimenzioni problem u obliku

2
6_12' =EO—T, 7.21
ox~ aot
sa graninim i pasetnim uslovima:
X==*L, q =—)\[Z—Tj=th(Ts—Tw ); t=0,T(xD)=T,
X

dok ¢e iz uslova simetrije temperaturskog polja Biti/dx =0, za x=0.
Uvodjenjem smjen& =T —T_, jedn&ina temperaturskog polja (7.21) dobija sl@dmblik,
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0°0 _106

S ==, 7.22
ox“ aot
sa odgovarajtim grantnim uslovima:
X=z%L; ¢, =-A00/0dx==h6,
x=0; 08/0x=0, 7.23

t=0; 6=6,.

Primjenjujui postupak razdvajanja promenljivih, partikularjasenja jednéane (7.22) se
mogu definisati u vidu proizvoda dvije funkcije dajih svaka zavisi samo od jedne
promenljive,

6, = X, (X)0,(t), 7.24

dok ¢e opste rjeSenje bhiti

6=36,. 7.25
=)

Diferenciranjem izraza (7.24) i smjenom u (7.23gdl,
1d*°X _1100
X d? adot’
S obzirom da lijeva strana dobijenog izraza zasésno od koordinate x a desna od vremena
t, obije moraju biti jednake istoj konstanti, nprk?. Integracijom tako dobijenih jedtiaa

slijede funkcije X (x) 1 [J(t), ¢iji je proizvod
6, =e[B, sin(k,x) +C, cos(k,x)|. 7.26
Na osnovu dobijenog izraza jeigledno da konstanta; k%, mora biti negativna, jer je samo

u tom sléaju mogude zadovoljiti uslov da se poslije dovoljno dugog@mena tempertura
tijela izjedn&i sa temperaturom okolnog fluidda; » «, 8 -~ 0. Smjenom partikularnih

rjeSenja (7.26) u opste rjeSenje (7.25) slijedi

8=>"e™[B, sin(k,x)+C, cos(k,x)]. 7.27
n=1
Da bi drugi granini uslov (7.23) bio ispunjen, mora b, = , @ok iz prvog slijedi
K
ctg(k L)=—"-, 7.28
a(k,L) Y
odnosno,
ctg(9,)=0,/B, 4, =k,L. 7.29

RjeSenje dobijene jedtime odredjuje konstantk,, n[J(1+). Moze se néd numertki ili
graficki, kao Sto je prikazano na sl.7.6, i daje se wvabela, tab.7.1.

A AP
ctgon D2

SI.7.6
T 2n 3n Graficko rjeSenje jedniane (7.29)
o P2 (p3 (Pn
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B| = 7 ¢1 ¢2 ¢3 ¢4
0 0 3.1416 6.2832 9.4248
0.001 0.0316 3.1419 6.2833 9.4249
0.002 0.0447 3.1422 6.2835 9.4250
0.004 0.0632 3.1429 6.2838 9.4252
0.006 0.0774 3.1435 6.2841 9.4254
0.008 0.0893 3.1441 6.2845 9.4256
0.01 0.0998 3.1448 6.2848 9.4258
0.02 0.1410 3.1479 6.2864 9.4269
0.04 0.1987 3.1543 6.2895 9.4290
0.06 0.2425 3.1606 6.2927 9.4311
0.08 0.2791 3.1668 6.2959 9.4333
0.1 0871511 3.1731 6.2991 9.4354
0.2 0.4328 3.2039 6.3148 9.4459
0.3 0.5218 3.2341 6.3305 9.4565
0.4 0.5932 3.2636 6.3461 9.4670
0.5 0.6533 3.2923 6.3616 9.4775
0.6 0.7051 3.3204 6.3770 9.4879
057 0.7506 3.3477 6.3923 9.4983
0.8 0.7910 3.3744 6.4074 9.5087
0.9 0.8274 3.4003 6.4224 9.5190
1.0 0.8603 3.4256 6.4373 9.5293
155 0.9882 3.5422 6.5097 9.5801
2.0 1.0769 3.6436 6.5783 9.6296
3.0 1.1925 3.8088 6.7040 9.7240
4.0 1.2646 3.9352 6.8140 9.8119
5.0 1.3138 4.0336 6.9096 9.8928
6.0 1.3496 4.1116 6.9924 9.9667
7.0 1.3766 4.1746 7.0640 10.0339
8.0 1.3978 4.2264 7.1263 10.0949
9.0 1.4149 4.2694 7.1806 10.1502
10.0 1.4289 4.3058 7.2281 10.2003
15.0 1.4729 4.4255 7.3959 10.3898
20.0 1.4961 44915 7.4954 10.5117
30.0 1.5202 4.5615 7.6057 10.6543
40.0 155825 4.5979 7.6647 10.7334
50.0 1.5400 4.6202 7.7012 10.7832
60.0 1.5451 4.6353 7.7259 10.8172
80.0 1.5514 4.6543 17573 10.8606
100.0 %5552 4.6658 7.7764 10.8871
o0 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956

Tab.7.1Prvacetiri korijena jednéine (7.28) za razlite Biott-ove brojeve
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Iz treteq, p&etnog uslova, slijedi
6, =Y C,cosk,x). 7.30
n=1

Primjenjujii metodu ortogonalnih funkcija, mnozenjem izraza3Q] sa cos,, Xdx i
integraljenjem u granicama —L do L;

L o L

jHi cosk,, XYdx= ZCn jcosQ<nx) cosk,, Xdx,
-L k=1 -L
s obzirom da je za# m,

L
J‘cos(knx) cosk,, Xdx=0, slijedi
-L

C, = jﬁi cos(k, XYdx/ J'cosz( k Xdx, odnosno

_ 2gsink,L)
"k L+sin(k, L)cosk,L)
Smjenom dobijenih konstanti u opste rjeSenje (7ddbjja se raspodjela temperature

—22 ot _Sm(k”L) cos(k x). 7.32
=1 k,L + sin(k,L)cos(k,L)

Imajuu u vidu relacijeg, =k L i F, =at/ L?, slijedi

LS B sin@,) X
g ZnZ:;'e @, +sin(@,)cos@,) CO{¢” Lj' 7.33

Temperatursko polj@, u sredini zida (x=0) &, na spoljnoj povrSini (x=Lge biti:
L I pcaT— L ) S— 7.34
e n=1 ¢n + Sln(¢n) COS@n)

0_ 22 e‘¢§Fo Sln(-¢n) Cos@n) .
Hi n=1 ¢n +S|n(¢n)COS@n)
S obzirom da jgp, =271 zan=2, tab.7.1, moze se pokazati da¢tanovi redova u izrazima
(7.33-7.35) zanemarljivi zan=> i2F,>0.2. Imajui to u vidu, slijede priblizni izrazi za
raspodjelu temperature:

7.31

7.35

O _ pevir__ SIN@) {¢1 j 7.36
a §, +sin@,) cos@,)

On _pgeir,_ SIN@) 7.37
g ¢, +sin(@,)cos@,)

Oa =gt _SN@)COSP) 7.38
g ¢, +sin(@,) cos@,)

Dobijeni rezultati se mogu predstaviti gtddim putem u vidu Heisler-ovih dijagrama. Na
sl.7.7 je prikazan Heisler-ov dijagram za raspadgmperature u sredini zida.
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Sl.7.7Raspodjela temperature u osi ravnog zida

Dijeljenjem izraza (7.36) sa izrazom (7.37), slijednos temperature u bilo kom presjeku
tijela i temperature u presjeku x=0,

0 _od 4%
e—m—cos{qﬁle,

koji, ocigledno, ne zavisi od vremena. Ovaj odnos je pakagrafeki na sl.7.8 u funkciji
Biott-ovog broja (poméni dijagram Heisler-a).

7.39

1.0

0.2t T

0.9

0.8 0.4

0.7

x/L

— 06106

6,

m

0.5
SI.7.8

Raspodjela temperature u
ravnom zidu

0.4

0.8
0.3

02109

0.1
1.0
00.01 0:027:0.05.0.1# 0: 24 50:5 015082350

B
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Pomau ovog dijagrama i diajgrama na sl.7.7 moze sediilreemperatura u svakoj dki
ravnog zida. Iz pomimog Heisler-ovog dijagrama slijedi da ukolikoe<0 (B >10),
temperatursko polje praktio ne zavisi od koordinate x. Zid se ponaSa kaersisa malim
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unutrasnjim otporom. Temperatura u svakoktaida, u datom trenutku vremena je priblizno
ista i moze se odrediti iz jed¥ine (7.10).
Kada je koeficijent h izrazito veliki { — o, B - o), temperatura zida je jednaka

temperaturi okoline. Problem se svodi nagjikada je definisana temperatura na spoljnoj
povrSini zida (naglo hladjenje spoljne povrSineazjdkoji se rjeSava na analogarcinai
dobija rjeSenje u vidu beskaiteng reda. Moze se takodje koristiti i dobijeno ej@g (7.33)
zaB - o, za koje jeg,=1.5708,$,=4.7124,$,=7.85404,=10.9956 itd.

Dobijeni rezultati se mogu koristiti i za odredjija temperaturskog polja zida koji je
izolovan sa jedne strane dok se sa druge stradke kdavektivnim putem. S obzirom da su
pocetni i granéni uslovi u presjeku x=0 i x=L isti kao i u predhan sl&aju, dobijaju se
indentini izrazi za raspodjele temperature.
Temperatursko polje cilindra, kugle i nekih drugifela jednostavnijeg oblika se dobija na
slican n&in u vidu odgovarajtih redova i Heisler-ovih dijagrama.
Razmijenjena kodina toplote sa okolnim fluidom u nekom trenutku memat se moze
odrediti na osnovu prvog principa termodinamike. #jalo u stanju mirovanja razlika
dovedene i odvedene energije je jednaka promjaiira$nje energije tijela
Edov = Eoqy =0U = [ pc(T =T)dV.. 4.40

\%
Dovedena energija je u ovom &hju jednaka nuli, dok je odvedena energija jednaka
razmijenjnoj kolEini toplote Q, na osnoveéega slijedi

Q=-[pe(T-T)aV. 7.41

Maksimalna razmijenjena kélna toplotece se ostvariti kada se temperatura tijela izjédna
sa temperaturom okolnog fluida;

Qua == AT, =TV, 7.42
\%

Na osnowvu izraza (7.41), (7.42) slijedi

Q . | -2 |9V 7.43

Qmax \Y HI V

Poslije uvodjenja izraza (7.33) za raspodjelu tearmpee &/ 8 , | odgovarjéeg integraljenja,
dobija se konéan izraz za razmijenjenu kainu toplote

Q _y oy SN@) "
Qmax n=1 ¢n + ¢n Sln(¢n)COS@n)

Do istog rezultata se moZe dladredjivanjem toplotnog fluksa kroz spoljne poreszida,
polazéi od sledéeg izraza
dt. 7.45

__fona(OT
Q= QZM(axLO

Kada je F, > 0.2 moZe se, na analogancmakao i u sldaju odredjivanja temperaturskog
polja (7.36-7.38), sa dovoljnomé@osu uzeti samo prwilan sume u izrazu (7.44).

7.5
Numeri¢ka analiza - eksplicitni i implicitni metod

Za razliku od problema prostiranja toplote koji edvijaju u geometrijskom prostoru
jednostavnog oblika, najé¢ebroj prakténih problema se ne moze rjesiti anakim putem
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zbog slozenosti geometrijskog prostora ili sloZzegiantnih uslova. Ovakvi problemi se
rjeSavaju numetkim metodama. Jedan od madu prilaza, baziran na metodi kaimh
razlika je prikazan za dvodimenzioni problem pmastja toplote, za koji je temperatursko
polje definisano jedri@nom (7.2).

2 2
0T N 0°T _10T . 79

ox> dy* aar
Na osnovu dobijenog rezultata, analognim putenzgadena rjeSenja za jednodimenzione i
trodimenzione probleme.

Eksplicitni metod

Primjenom izraza (6.21) i (6.23) za nuntka odredjivanje prvog i drugog izvoda mogu se
odrediti izvodi temperature u nekoj proizvoljnogha n dvodimenzionog temperaturskog
polja prikazanog na sl.7.9. Na osnovu izraza (62ipdi dace drugi izvodi temperature u
tacki n, po koordinatama iy, u trenutkut biti:

SI1.7.9
> Dvodimenziono temperatursko polje

T, 1 (., o

PV :F(Ts =21 + T ) 7.46
2Tt

aayTz” :Aiyz(TJ_ZTnT-FTZT)' 7.47

Primjenom diferenciranja unaprijed, definisanogazom (7.21), dobija se prvi izvod po
vremenu,

a_Tzi(TH'At _Tt) 748
ot At n :
Smjenom u osnovnu jedéiau (8.2) slijedi,

1 1 1 (s
pe (-2 o (-2 em)= e -my). 7.49

Kada je Ax = Ay = As, uvodjenjem Fourier-ovog brojd, = aAt/ AS?, dobija se temperatura
u tatki n u trenutkut + At ,

T = |:O(-|-1t +T, +T) +T4t)+(1—4FO)T,f. 7.50
Za jednodimenzioni probleie, aigledno, biti

T =R (T T+ a-2R )T 751
dok za trodimenzioni, analogno predhodnom, slijedi

T = F (T 4T, + T+ T+ T +T )+ (1-6F, )T 7.52
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Primjenom dobijenih izraza moze secsnaati temperatura u nekogta datog tijela u svakom
narednom trenutku vremena At ako je poznata u trenutku vremena toj i svim okolnim
tatkama na rastojanjiis. Da bi dobijeno rjeSenje bilo stabilno, tj. daliedoSlo do naglih
skokova i padova temperature u svakom narednomutilenvremenaAt, mora biti

koeficijent uzT, veti od nule, odnosno:

F, <1/2, za jednodimenzioni problem,

F, <1/4, za dvodimenzioni problem, 7.53

F, <1/6, za trodimenzioni problem.
Negativni koeficijent uzT. bi, patev od nekog trenutkd,, uslovio pad temperature u
narednom trenutku, + At (nagese bi se temperatura znatno smanijila ili postalaatiega
ako je Fo suviSe velik). To bi imalo za posledidols temperature u trenutkty + 2At, s

obzirom da bi poslednfilanovi u izrazima (7.50) do (7.52) imali malu negat vrijednost ili
bili pozitivni itd. Izborom prostornog korakAs vodi se rduna o maksimalnoj dozvoljenoj
gresci pri numetikkom diferenciranju, dok je maksimalna vrijednostmenskog korakat ,
pored Zeljene tanosti, odredjena i uslovima (7.53).
Kada je temperatura poznata u nekordghoom vremenskom trenutku u svintkama unutar
tijela i zadata na njegovim granicama, onda sejeiobizrazi mogu primijeniti za bilo koju
tacku unutar tijela u svakom vreemnskom trenutka kAt ,k = 123...... Kada se temperatura
na graninim povrsinama naglo promijeni safla T, a zatim odrzava konstantnom, moze se
uzeti da je u trenutkty, temperatura na povrSiiy =(T, +T, )/2
Kada je spoljna povrSina tijela izlozena konvekcia koeficijentom konvekcije h i
temperaturom spoljneg fluid&,, kao u sldju jednodimenzionog problema prikazanog na
sl.7.10(a), na osnovu bilansa energije za elem@ntfeli¢c materije slijedi da je razlika
dovedene i odvedene energije jednaka promjeni asnje energije djela AU :

AE,,, - JE,,, = AAU). 7.54

dov

1 AS

Y

() (b)
S1.7.10 Konvektivni granéni uslobvi. (a) Jednodimenzioni sistem. (b) Dvodazieni sistem

Energija se u vidu toplote dovodi ili odvodi uslednvekcije i kondukcije kroz povrSine
djelica. Da li ¢e se energija dovoditi ili odvoditi zavisi od r&adi temperatura djéa i
okoline. Ako se predpostavi da je temperatura éjethanja od temperature okoline origa
dovedena energija (toplota) usled konvekcije i kikuije biti,

t _ Tt
AE,, =AQ,,,,+AQ,, = hASAL(T, —T. At +)\A$Lum :

AS

-

dok je odvedena energija jednaka nuli. Promjendraguoje energije je
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2
A(A0) = peNAT = pcA%AL(Tn”‘“ -T').

Smjenom u bilans (7.54) slijedi
Tl -T, As® t+At t
hASAL(T, T )At + AASAL A ——L AT —pc—AL(Tn -T,),
S

odnosno, uvodjenjem Fourier-ovol, = aAt/ ASZ, I Biott-ovog,B, =hAs/ A,

T8 = 2F (T} + BT, )+ (1- 2F, - 2BF,)T". 7.55
Dobijeni rezultat ne zavisi od predpostavke daelesergija dovodi ili odvodi kroz povrSine
djelica.
Za dvodimenzioni sistem prikazan na sl.7.1@g)na analogan tia, biti

As Tt -T! Tt -T!
hASAL(T, - T!)At + A — AL-1—" At + AASAL -2—" At +

2 As As

t
ALSALTs ~ T = o A5 OS5 AL(TI -TY,
2 As 2

odnosno
T8 = F (TS + 2T} +T) + 2BT, )+ (1-4F —2F, B )T 7.56

Uslovi stabilnosti se svode na slédeblik:
F,@+B)<1/2, za jednodimenzioni problem,

F.(2+B)<1/2, za dvodimenzioni problem.

Izlozeni metod je poznat kao eksplicitni metod, ger upotrebom dobijenih obrazaca mogu
direktno sraunati temperature u svakojcta nezavisno za svaki vremenski korak, ako je
poznata p&etna temperatura tijela.

Implicitni metod

Ako se umjesto diferenciranja unaprijed po vremenmijeni diferenciranje unazad, izraz
(6.21), referentni trenutak vremenatje At. To zn&i da se diferenciranje po koordinatama
vrSi u trenutkut +At, za razliku od eksplicitnog metoda u kome se difeiranje po
koordinatama izvodi u trenutki

Analogno izrazu (7.49) za dvodimenzioni problerjesli

A;I-(Z (T3t+At _ 2-|-nt+At +-I-1t+At)+ 12 (-I-4t+At _ 2-|-nt+At +T;+At):i(-rnt+At _Tnt) 757
Za Ax=Ay =As ce biti
(L+4F, T8 — F (T TEB 4 T8 4 T ) = T 7.58

Za razlku od izraza (7.50), u kome je jedina neptarbila ", temperatra u tki n u

trenutkut + At, u izrazu (7.58) su, pored temperature dkita, nepoznate i temperature u
okolnim tatkama u trenutkut + At. Imajwi to u vidu, neophodno je za svakucka
temperaturskog polja odrediti relaciju analognazzr (7.58) i na taj & formirati sistem od
n linearnih jedn&na sa n nepoznatih temperatura u trenutkuAt . Ovako dobijeni sistem
jedn&ina se moze rijesiti nekom od poznatih nuieh metoda.

Za granéne uslove prikazane na sl.7.10(b) — dvodimenziooblem, na analogan &a kao i

u eksplicithom metodu, slijedi

t+At _ t+At t+At t+At
hASAL(T, — T )At +)\—AL;M ALz T Ay
As As
As T ;A -THA AS? 759
A—AL—=—" At=
2 AS

_'|'nt )’
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Sto poslije sredjivanja daje

(1+4F, +2F, B TFS — F, (T + 2T + T )= 2F BT, +T;. 7.60
Izlozeni prilaz je poznat kao implicitni jer je n@wdno rjesiti sistem od n linearnih jedima
sa n nepoznatih temperatura. Prednost ovog prilapanosu na eksplicitni je moguost
uzimanja véeg vremenskog i prostornog koraka jer se problahilsbsti ne pojavljuje, s
obzirom da je koeficijent uZ\**" uvijek pozitivan. Medjutim, problem rjeSavanjatsisa od
n jedn&ina nage&e uslovljava upotrebuwanara.
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Uvod

Kada je nekaivrsto tijelo izlozeno struji fluid&ija je temperatura razita od temperature
tijela dolazi do razmjene energija izmedju tijelfluida. Ako je temperatura tijela & od
temperature okolnog fluida, zagrijani dielfluida se odvajaju od tijela odnasedio toplote
dok na njihovo mjesto dolaze novi hladniji d¢elili obrnuto. Ovakav vid razmjene
(transporta) energije je poznat kao konvekcija. eram razmjene tolote usled konvekcije
je opisan u poglavlju (1.2).

8.1
Nusselt - ov broj

Osnovna jednana za odredjivanje konvektivhog prelaza (transgotoplote je Newton-ov
zakon hladjenja (zagrijavanja) u obliku (1.4),

ga=h(T,-T,), 8.1

u kome jeh lokalni koeficijent konvekcije, & i T, temperature povrSine i fluida dovoljno
daleko od tijela. S druge strane, razmijenjenackwi toplote usled konvekcije mora biti
jednaka koliini toplote koja usled kondukcije prolazi kroz a#n nepokretan, sloj fluida u
pravcu normale na samoj povrSini zida (1.2),

aT
—q =297 8.2
qA qAn an o

na osnovuega slijedi,

9 =h(T,-T,). 8.3
a n=0

Uvodjenjem bezdimenzionih veéina n”=n/1 i T"=T/T,, u kojima suli T,neka
karakteristéna kooordinata strujnog polja i temperatura, dobga
oT" _ hIT,-T,
ot T oA T,
Bezdimenzioni brojhl/A je poznat kao lokalni Nusselt-ov broj, koji prexddja

bezdimenzioni temperatrski gradijent na elemenfgsaersini tijela,
hi

8.4

N, :7. 8.5

Srednja vrijednost Nusselt-ovog broja na nekoj povee biti

N, _ht 8.6
A

Kao Sto je navedeno u poglavlju (1.2), koeficijgonvektivhog prelaza toploté nije, za
razliku od koeficijenta kondukcijel , fizicka karakteristika materije, ¥estrujnog polja. On
¢e aigledno zavisiti od karaktera strujanja (laminaihdurbulentno), oblika opstrujavane
povrsine, inteziteta brzine itd. Jedima (8.3) uglavnom sluzi za anatiko odredjivanje ovog
koeficijenta odnosno Nusselt-ovog broja, na osnkega se moze odrediti razmijenjena
kolicina toplote usled konvekcije. Druga mdgost je odredjivanje Nusselt-ovog broja
metodom dimenzijske analize.

Iz jedn&ine (8.3) slijedi da je za anatikio odredjivanje koeficijenta konvekcije potrebno
poznavati temperatursko polje u neposrednoj blizida (gradijent temperature na zidu).
Energijska jednana grantnog sloja u diferencijalnom ili integralnom obliksluzi za
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odredjivanje temperaturskog polja. Imajuci u vidusg u ovoj jedri@ni pojavljuje i brzinsko
polje, ona se mora rjeSavati simultano sa jémhaen kretanja fluida u graétmom sloju i
jedna&inom kontinuiteta.

8.2
Laminarno strujanje duz ravnoq zida - diferencijalna analiza

Polazi se od energijske jedimae granénog sloja u diferencijalnom obliku (4.51),

pvxﬂ+vyﬂ -9 )\a—T +vx%, 4.51
0x oy ) oy\ oy 0x
koja se pri strujanju idealnog gasai=(c,T, A=const) i tetnosti (=c,T,

A =const,c, =c,), duz ravnog zida @p/9dx =0), svodi na slijed& oblik,
oT oT _ A 0°T
V,—+V, —=——,
ox ’ay pc, dy’
sa graninim uslovima
y=0; v, =v,=0,T =T,
y-o;v. =U_,T=T,. 8.8
U cilju odredjivanja temperaturskog polja iz engkg jednaine (8.7) neophodno je

poznavati brzinsko polje koje je odredjeno jetinama graninog sloja (4.17-4.19). Ove
jedn&ine se pri stacionarnom strujanju duz ravne poet$h8.1, svode na sledeci oblik:
8 ov, _ 0%,
V 2+, X =v—X,
0x ay ay

8.7

d_q 8.9
oy
% +% = O ,
ox oy
sa graninim uslovima

y=0;v,=v, =0,

-0V, -U_,V, - .
LUV, -0 8.10
To
Uo Uo polje spoljasnje
—> Ay Uo ronst. neviskozno
—> O(x) €mp. | strujanje
—_— To
_> — mmm = )
—
— - 0t(x) Ttem p. | granicni sloj
— = ‘ gran. (viskozna oblast)
=
0 L L L L L L L L L L L L0 L0008 000177 )
X
- TA

S1.8.1Brzinski i temperaturski graéni sloj na ravnom zidu.
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Jedndine (8.9) sa gratinim uslovima (8.10) je, kao Sto je navedeno u pdgiad.4, rijesSio
Blasius. On je uveo razmjeru za y- koordinatuujsiu funkciju,;

_ y oy - Y
/7——W, W) = 0. 8.11
i predpostavio da bezdimenziona strujna funkgija zavisi samo od koordinate. Imajiti
dalje u vidu da jes, =0/ dy i v, = -0y / 0x, poslije smjene u jedn. (8.9) slijedi:
oY +1<//DM =0, 8.12

on®* 27 an?
n=0¢"=0yw"10n=0,
n—o,0p"lon -1, 8.13
Blasius je rijesio jedr@nu (8.12) sa grathim uslovima (8.13) razvijafui funkciju ¢" u
specijalni red. Danas se rjeSenje ove jédreamoze lako na primjenom neke poznate
numertke metode npr. Runge- Kuta. Jedina (8.12) je indentha sa jednanom (4.48) koja

predstavlja specijalan siaj univerzalne jedr@ne granénog sloja (4.46). Blasius-ovo
rjeSenje je dato u tab.8.1.

- Yy 0 dl//D_VX dZy"
7 JWIU v dp U, dr?
0 0 0 0.332
0.4 0.027 0.133 0.331
0.8 0.106 0.265 0.327
12 0.238 0.394 0.317
1.6 0.420 0.517 0.297
2.0 0.650 0.630 0.267
24 0.922 0.729 0.228
2.8 1.231 0.812 0.184
32 1.569 0.876 0.139 Tab.8.{ e .
36 1.930 0.923 0,098 Numeriko rjeSenje Blasius-ove
40 2.306 0.956 0064 jedna&ine (8.12)
4.4 2.692 0.976 0.039
4.8 3.085 0.988 0.022
52 3.482 0.994 0.011
5.6 3.880 0.997 0.005
6.0 4.280 0.999 0.002
6.4 4.679 1.000 0.001
6.8 5.079 1.000 0.000

Ocigledno je da je drugi grami uslov (7 — o, d¢"/dn - 1) ispunjen vé za n7=5.0 sa
tacnocu od 1%, odnosng” =0.99 zas=5.0. S obzirom na definiciju debljine granog
sloja, y=0 zav, = 099U, na osnovu (8.11) slijedi

S
vx/U

odnosno,

O_c| V. 8.14

X XU

0
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Tangentni napon na zidu i koeficijent trea@biti
ov 0 ay-\o U, a’y"
= 2 :y_(uw v j_n:ﬂuw V. &%
0yl 07 an )oy v 0n” |
Na osnovu Blasius-ovog rje$enja, drugi izvod fujekgi”, zan =0, je
aZwD
— =1,1/,7D,7 (0) =0.33206, 8.15
077
n=0
pa je tangentni napon na zidu,

7, = 03320 _JU_/wx, 8.16

a koeficijent trenja
0664 _ 0664

“r = pu 2 JUxiv R,

Na osnovu (4.45) slijedi izraz za komponentu brzipe

O
vy-%/"u ¥ _yo|. 8.18
2 on
Dobijeno rjeSenje strujnog polja preko ravnecplge poznato kao ko rieSenje, jer su profili

brzine sléni, mogu se izraziti kao funkcija jedne koordingte
v, _oy"

8.17

X = (). 8.19
0. on (7)
Uvodjenjem bezdimenzione temperature u obliku
N VY 8.20
T, -T,
jedn&ina (8.7) sa gratnim uslovima (8.8) se svodi na slédeblik
2
VX@wy@:aa—?, 8.21
X ay oy
y=0,6=0,
Yy - o0, 6 - 1. 8.22

Uporedjujiti ovu jednd&inu sa jedn&nom granénog sloja duz ravne povrsine (8.9), koja se s
obzirom na (8.19) mozZe napisati u obliku

L o), o) 9%f(n) 823
*ox Yooy oy’

sa graninim uslovima:

y=0, f(7)=0

y -, 1(7) -1, 8.24

slijedi da su ove jedr@e indenttne,d=f (7), kada jev=a. To zna&i da ce profili
bezdimenzione brzing, n7(,)i bezdimenzione temperaturé] n (biti takodje indentini.
Odnosv/a poznat kao Prandtl-ov broj{®/a) se krée u granicama 0.6 - 1 za najvéroj

gasova pace i bezdimenzioni profili brzine i temperature bdiicni u najvéem broju
slucajeva.

Polhausen [1] je rijeSio jeddiau (8.21), za proizvoljnu vrijednost Prandtl-ovdugoja,
predpostavljajti postojanje stinosti temperaturskih profilegd = 8 17(. )JJsvojio je iste faktore
razmjere za y koordinatu i strujnu funkciju kao la8ius, i iskoristio Blasius-ovo rjeSenje
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brzinskog poljag" /4 )i 0" /0n. RjeSenje je dato u dodatldb i prikazano na dijagramu
sl.8.2.

5.6

- debljina brzinskog i

i graninog sloja

4.0

0.7 /
3.2 \

/ S1.8.2
§. ' / Temperaturski profili za raziite

7 //3/ Prandtlove brojeve

Z

Ko

n=yVV./x
e d
Ii

2.4

74

\%}\\\

0 0.2 0.4 0.6 0s 1.0

O=(T-TONT.=T,)

On je, takodje, dobio izraz za izvod bezdimenzimmeperature na zidu u obliku,

dé
dry

8.25

_ 1
PR Pt o
jex ——jt/l dn |dn
0 2 0
Koristeti Blasius-ovo rjeSenje za funkcijy”, Tab.8.1, numetkom integracijom broica,
slijedi;

49 _ ozzop o, 8.26

dr7

=0

MoZe se, u cilju pojednostavljenja, za fluide zgeke 0.5<R<10, uzeti da je P**=pP"?,
odnosno,

oL/ 0332P'°. 8.27

dn =0

Gradijent temperature, na osnovu (8.20), je

0T _ 086 00 /U

=T -T.)==_[==(T -T 8.28

ay ay( © A) 6/7 w( ( 0o A)

Smjenom u izraz (8.3) dobija se lokalna vrijedriastficijenta prelaza toplote na rastojanju x
od koordinatnog pietka;

- AT, -T,)06/9y),.
h(x) = (. TAE(T )y =O.332/11/UW°°P,1’3, 8.29
A )

a na osnovu njega lokalni Nusselt-ov broj
N, =h0O9x 0332P'°RYZ. 8.30

u,Xx
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Za fluide za koje jeP. =1 izvod bezdimenzione temperature na zi(m?/an)nzo, je jednak
izvodu bezdimenzione brzinéazw”/()nz)qzo :
o6 _oy"

0r on’
jer su bezdimenzioni profili temperatués,i brzined¢"/9n, u tom sldaju indenténi.

Koeficijent konvektivhog prelaza toplote se moZza.asnovu (8.29), za dati fluid napisati u
obliku h(x) =Cx™2. Srednja vrijednost ovog koeficijenta biti

=y (0)= 0332, 8.31

n=0

n=0

L
= % j h(Xdx=2CLY2 =2h, . 8.32
0

Prema tome, srednja vrijednost koeficijenta konyekpri strujanju duz ravnog zida je
jednaka dvostrukoj lokalnoj vrijednosti ovog kogéata na kraju zida. Imagiito u vidu,
srednja vrijednost Nusselt-ovog broja na ravnonu kionstantne temperature je

N, = 0664PY3RYZ. 8.33

8.3
Laminarno strujanje duz ravne povrsSine - integralnaanaliza

Polazi se od integralne energijske jetina granénog sloja (4.78), koja se za nestisljiv fluid
konstantne specifne toplote moze napisati u slédm obliku;
j v, (T, -T)dy= AL 8.34
oy

y=0

I integralne jednéne kretanja (4.72) koja se, pri strujanju duz @yn zida,
U _>U ,dU_ /dx - 0, svodi na oblik;

Qo

Ove jednéme sluze za odredjivanje brzinskog i temperatugskolja. Da bi se odredio
gradijent temperature na zidu iz energijeske jémea (8.34), neophodno je poznavati
brzinsko polje Mnogi autori su predpostavili bt polje u vidu stepenog reda sa

jdy I, 8.35

reda tréeg stepena,

— S 8.36
U =g, tan+a’ +ay’, 1 50

Koeficijenti a,, a,, a, i a, se mogu odrediti iz gragnih uslova koje mora zadovaoljiti profil
brzine u grarinom sloju. Iz uslova leplienja fluida za zid slijeth je zay =0y, =v, =0,
Sto, poslije smjene u prvu od diferencijalnin jetine grantnog sloja (8.9), takodje
uslovljava da je i 0°v, /dy* =0. Na gornjoj granici grashog sloja,y — d,v, - U,_. Iz

uslova kontinualne promjene brzine slijedi da jedv, / dy =0. Grantni uslovi se, prema
tome, mogu izraziti u sledem obliku:
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y=0; v =0, d°v,/0dy* =0,
y-9,v, -U_,dv /0y - 0.
Primjenom navedenih gramih uslova na red (8.36), dobijaju setiri obicne linearne
jedn&ine iz kojih slijede koeficijentl,, a,, a, i a;:

8.37

a,=0 8 =3/2 a,=0,a,=-1/2, 8.38
odnosno,
L\J/X 22’7‘%’73- 8.39

00

Smjenom dobijenog profila brzine u integralnu jefina kretanja (8.35) dobija se @éba
diferencijalna jednéna
U2 117do _3WJ,,

222122 =2 , 8.40
84Cdx 2 o

iz koje slijedi debljinu gragnog slojad(x) u sledéem obliku,

o(x) = 464,/vx/U . 8.41

Uporedjivanjem ovog rezultata s&mam Blasius-ovim rjeSenjem (8.14) moZe se zakdjua

je postignuta relativno dobractaost (oko 5%). Ténost se moze povati uvodjenjem
dodatnih ¢lanova reda (8.36) i novih gra&mih uslova. Tako dobijeni rezultat ne bi bio
pogodan za prakinu primjenu.

Tangentni napon na zidgy i koeficijent trenjac, ¢e biti:

I, = ,u% = 0323;1UM/UW°° : 8.42
Yly=0
r, _ 0646 12

C, = = = 0646R_, “, 8.43
opuZi2 Ju_xiv R

Sto je za oko 5% manje u odnosu nm&Blasius-ova rjeSenja (8.15) i (8.16).

U cilju odredjivanja temperaturskog polja, Polhauge predpostavio raspodjelu temperature

(temperaturski profil) u vidu polinoma treg stepena,

2 3
g=1"Ta =bo+blgy+b2(lj +b3(lj . 8.44
t

T.-T, o o
Konstante polinoma se mogu odrediti iz gtati uslova koje mora zadovoljiti profil
temperature u gratfmom sloju. Ovi uslovi su analogni granim uslovima za profil brzine
(8.37);
y=0; T=T,, 0°T /0oy’ =0,
y-2o,T -T,,0T/dy - 0.
Da bi profil temperature zadovoljio navedene graeiuslove, mora biti:
b,=0,b=3/2 b,=0, b,=-1/2, 8.46
odnosno,

3

Hzﬂ:§l_l l . 8.47

T.-T, 206, 29
Smjenom brzinskog (8.39) i temperaturskog (8.4 6filar u integralnu energijsku jedtiau
(8.34) slijedi obtna diferencijalna jedrina

8.45
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d 3 3 3. T.-T
—U (T, -T,) —={?-—{" |} =~a—=>—~, 8.48
dx{ 0T, A)(zoZ 280Z j} 2 4

u kojoj je ¢ =0/9, Imajwi u vidu da jed, =0, kada jeP, =1 ili 5, <<d za P, >>1, moze
sec¢lan 37*/ 280zanemariti u odnosu riéan 3¢ > /20. Dalje je, s obzirom na (8.40)

pa se jednéna (8.48) svodi na sledieoblik
14V(Z3 e d(j 1

13a dx
odnosno,
3
ﬂxﬂz_)+(3 =£)’|:>r 8.49
3 dx 14

RjeSenjem ove jeddme za granine uslovex=x,, J, =0, { = Qtemperaturski graoni sloj
pocinje u nekom proizvoljnom presjeku = x,), dobija se izraz za debljinu temperaturskog
graninog sloja

o, _ 0975 X,
{= 3 = 1—(;) 8.50
odnosno, s obzirom na (8.41),
37
5= 1_(@4 = .51

Lokalni koeficijent prelaza toplote slijedi iz (8,3 primjenom profila za raspodjelu
temperature (8.47), u obliku

h=§i. 8.52
25

Poslije smjene debljine temperaturskog gfaag sloja (8.51) dobija se
1

313

11 2

h= 03327 psRe, 1—(ﬁj4 . 8.53
X X
Lokalni Nusselt-ov broj biti
h 11 3]s
= = 4
N, :7": 0332P°R?, 1—(ﬁj . 8.54
’ X

Kada brzinski i temperaturski gr&ni sloj pa&inju na prednjoj ivici povrSineX, = ) izraz
za N, broj se svodi na oblik

N, = 0332R°R}?. 8.55

koji je indenttan N, broju dobijenom primjenom diferencijalne anlize3@®).
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8.4
Turbulentno strujanje duz ravne povrsSine-diferencijalna analiza

Strujna slika pri opstrujavanju ravne povrsine giplae) konstantne temperatufe na koju
nailazi fluid temperaturd_ , uniformnom brzinonU , je prikazana na sl.8.3.

AY

laminarno prelazna| turbulentno
To Uo strujanje | oblast | strujanje Uo
Uo
To Uo O(x)

-’—\_/
O / / / [/ ////}5///////
TaA

i
—
—
o
—_—
T
——p
—

laminarni podsloj
S1.8.3Turbulentni granini sloj na ravnom zidu

Fluidni djelici se usporavaju u blizini zida i zaustavljaju namsg povrSini formirajdi
laminarni granini sloj na prednjem dijelu povrSine. Dalje slijgolielazna oblast u kojoj
dolazi do pojave turbulencije na pojedinim mjestimea kojima je strujanje naizmj&mo
laminarno i turbulentno. Broj ovih mjesta, tzv.ldukentnih mrlja, raste duz ove oblasti, tako
da strujno polje, poslije odredjenog rastojanjastae turbulentno, formiragu turbulentni
granini sloj. Pojava turbulencije kao i duzina laminarqmeelazne oblasti zavise prvenstveno
od brzine strujanja, nivoa turbulencije u slobodstoyji fluida i neravnina na samoj povrsini.
Usled pulzacije brzine u y-pravcu, turbulentni géansloj je znatno deblji od laminarnog i
profil srednje brzine ima znatno maniji gradijengoeri laminarnom strujanju. Neposredno
uz samu povrSinu se usled male brzine formira laminpodsloj u kome je gradijent brzine
veoma izrazen. To uslovljava znatnac@d¢angentne napone na zidu u odnosu na laminarno
strujanje. Ukupan otpor povrSine zavisi od poloZajalazne oblasti, koji je oscilatornog
karaktera. lako se prelaz odvija u oblasti odregljdnzine, oldino se smatra da do prelaza
laminarnog u turbulentno strujanje dolazi u odradje presjeku na rastojanjj, od prednje

Ivice povrSine. Za uobajeni nivo turbulencije,],

D:i\/E(F+F+W), 8.56

U, \V3

od 5%, prelazna oblast na ravnoj povrsini se nalatedéim granicama,

30x10° < D=Xe <100 8.57
vV

ProizvodU %, /v je poznat kao kritini Reynolds-ov brojR, .. Za inZinjerske prokaine se

moze uzeti da je3x10° < Yok <5x10°.
v
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Postavljanjem neke prepreke na na zidu u prelambgsti, npr lepljenjem tanke Zice u
pravcu normalnom na pravac strujanja, moze se &apwojava turbulencije i na taj &ia
prelazna oblast svesti na jedan presjghe polozaj unaprijed definisan.

U najveem broji prakttnih problema laminarna oblast je znatnoc¢krad turbulentne, tako
da se moZe uzeti da turbulentna oblastipe na samoj ivici povrSine. PolaZzeod ove
predpostavke, rezultati za sve lokalne vrijednasturbulentnom gratihom sloju se dobro
slazu sa eksperimentalnim vrijednostimaxzax,, .

Strujno polje je definisano jed&iaama turbulentnog ravanskog stacionarnog grengy sloja
(4.49),

(_ oV, _a\‘/xJ_ dp 0%, 00,
oV +V =—E XX

“ax Yoy ) ox 'uay2 oy
P_q 8.58
oy
ov, 0V,
— 24+ =
ox oy

Analiticko rjeSenje ovih jedréana jos uvijek nije odredjeno. Pored nundki rjeSenja koja
se pojavljuju u poslednje vrijeme, postoji niz pahpirijskih teorija koje su formirane u cilju
rjeSavanja ovog problema. Jedna od najpoznatijiRrgndtl-ova teorija o putu mijeSanja ili
Prandtl-ova analogija kojom je definisan Reynol#saapona,, . Osnove ove teorije su date
u poglavlju 4.10. Prandtl uvodi predpostavku dayenajve€oj oblasti strujnog polja duz y-
ose, osim u neposrednoj blizini zida, turbulentapon konstantan i jednak tangentnom
naponu na zidug,, =T1,.

Fizicka sustina ove predpostavke se moz&tuanalizom jednaina (8.58). Ako bi postojalo
takvo strujno polje kod koga sg, =0 i dp/0x=0, prva od jednéna (8.58) bi se svela na
sledei oblik,

9 ,uavX +0,, |=0,

oy\" oy

odnosno,

oy

Turbulentni napon na zidu je prakip jednak nuli jer je strujanje u toj oblasti usiedle
brzine laminarno. Ako se laminarni napon na zidoadizsa 7,

T 8.60
oy =0

slijedi da jeC =1, odnosno,
ov, ;

M ayx +0,, =T,. 8.61

Moze se oekivati da je, pri dovoljno velikimR, brojevima, gradijent prosjee brzine
ov, / dy dovoljno daleko od zida prakti jednak nuli, pa&e u toj oblasti biti

ov,

X << g . 8.62
/’l ay Xy

Imajwéi to u vidu, iz (8.61) slijedi dée, dovoljno daleko od zida biti
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0, =T, =const. 8.63
Ocigledno je da Prandtl-ova hipoteza o konstantnoroulentnom naponu nije u potpunosti
tatna ni pri strujanju duz ravne povrsine jer je tagja 0, ni pri strujanju kroz cijevi i kanale
jer je tadadp/ox#0. | pored ovih nedostataka, eksperimentalnim pujeratvrdjeno da
predpostavka o konstantnom turbulentnom naponu dizpee rezultate u odredjenoj oblasti
strujnog polja pri strujanju duz ravnog zida, k@jevi i kanale. Imajti to u vidu, dobijeni
profil brzine baziran na ovoj predpostavci je pdzkeo univerzalni zakon raspodjele brzine
ili zakon zida. Za srednje vrijednosR, brojevébx10®> <R, <10’ predpostavka (8.62) nije
tatna pa, prema tome, dobijeno rieSenje ne daje delrdtate u toj oblasti.
U poglavlju 4.10 je, na osnovu Prandtl-ove hipotazeeden izraz za turbulentni tangentni
napon

v, )
g, = 2(—*} : 8.64

oy
u kome jel tzv putanja mijeSanja, rastojanje u y pravcu lagéiniSe Sirinu pojasa u kome
usled poprénih pulzacija dolazi do mijeSanja fluidnih djgi Prandtl uvodi prdpostavku o
zavisnostil = f ¢ ) koja proizilazi iz¢injenice da je u blizini zidd =0 (djelici se ne
mijeSaju u laminarnom podsloju) dok sa rastojanjginzida intezitet turbulencije raste a
samim tim i i putanja mijeSanja Najjednostavnija relacija je=ky,
na osnovu koje slijedi

v, )
T, = szz(—xj : 8.65
oy
Integracijom ovog izraza dobija se zakon raspodyezéne u obliku
|
v, = Iny+C, 8.66
K
u kome je

vi=r,/p, 8.67
tzv. brzina klizanja.
Iz izraza (8.66) slijedi da kagy - ,0v, — —o, Sto je fizEki nemoguée. Medjutim, u ovoj
oblasti izraz (8.66) ionako ne vazi. Na nekom rasto y=1y, ¢e biti v, =0 a pdev od
ovog rastojanja moze séakivati da izraz (8.66) daje lagie rezultate. Rastojanjg, je istog
reda veléine kao i laminarni podsloj. Uslov da je 3e= y,, vV, =0daje
C=Iny,,
odnosno

VD
VX:?(Iny—InyO). 8.68
Rastojanjey, se moze odrediti metodom dimenzijske analize ikabl
Yo = ﬂ% , 8.69
polazé&i od predpostavke da jg, = f (7, pV,.)
Imajwéi to u vidu, dobija se univerzalni zakon raspodjmigine,

V_E:E(mﬁ_mgj, 8.70

\Y K \
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pri cemu je § neka konstanta koju treba odrediti eksperimentajputem

U neposrednoj blizini zida turbulentni napon je eaarljiv pa¢e, na osnovu (8.61), biti
ov, _

M dy =

odnosno,

v, =(vf Y. 8.71

To

Uvodjenjem bezdimenzionih véihau® =v, /v’ i y* = yv'/v, izrazi (8.70) i (8.71)
dobijaju sledé& oblik:

ut :1(|ny*—|n,3):A|ny++D, 8.72
K

u=y". 8.73
Konstantex i £, odnosnoA i D su odredjene eksperimentalnim putem. Medju prvim i
najpoznatijim su rezultati Nikuradze-a [2] dobijemai strujanje kroz prave kruzne cijevi;
k=04, f=-22, odnosno,A=25 D= 55

na osnovieega slijedi,

u*=25Iny" +55. 8.74

Pri strujanju duz ravnog zida, mogu se uzeti istgednosti zaA i D, medjutim, nizom
mjerenja je utvrdjeno da bolje odgovaraju rezultatr 254, D = 556,

odnosno,

u* = 254Iny* + 556. 8.75

Ovaj zakon raspodjele brzine, zajedno sa ekspetatrem rezultatima i izrazom (8.73), koji
vazi u neposrednoj blizini zida, je prikazan n8.4l.

30

T

izraz (8.74

251 |
. laminarni«. mjes. o
podsloj

|
|
|
|
I
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Tal Ry '
|
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5 0
- { i
0 1 g 1 1 ! | 1 1 1 L
0 1 |2 .? 4 5 6 7 8 9 10
| e
y -rol/o_5 ya/;o_/ﬁ 20 lny VT°/’°
v = v =

Sl.8.4Univerzalni profil brzine pri strujanju u cijevimari velikim Reynolds-ovim brojevima
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Sa slike se vidi da postoji odfio slaganje sa eksperimentima 3d > . Moze se,
medjutim, uzeti da izraz (8.74) vazi sa dovoljn@mo&u za y* > 20 dok izraz (8.73) daje
dobre rezultate zay* < .5U oblasti5<y* < 200ba izraza odstupaju od eksperimentalnih
rezultata. Oni se ipak koriste i u toj oblasti:i to

0<y'<115, u" =y", 8.76
y*>115, u* = 254Iny* + 5586. 8.77

Osnovni nedostatak ovih jediaa je Sto implicitno sadrze,, kao nepoznati parametar Koji

treba odrediti eksperimentalnim putem. Jedna gdozaatijih je metoda Clauser-a [3,4],
kojom se tangentni napon moZe odrediti u datomjgkas<. Dobijeni izrazi nijesu pogodni za
odredjivanje debljine graémog slojad(x) i tangentnog napona na zidy x (ko u sldaju
diferencijalne analize pri laminarnom strujanju. dabijanje ovih funkcija je pogodnija
integralna analiza.

Univerzalni zakon raspodjele (8.72) vazi, premadavem predpostavkama, samo za velike
R, brojeve,R, > xxx, i to u odredjenoj oblasti izmedju zida i spolgranice grarginog sloja,

dok izraz (8.73) vazi u neposrednoj blizini zidaa Brednje vrijednostiR, brojeva,
R« <R, <10', eksperimentalnim putem je utvrdjena zavisnost

1

Vs :(ij”, 8.78
u_ (o

pri ¢emu je n funkcija R, broja. NafeXe se uzima da jen=7=const. Ovaj izraz,
medjutim, ne daje dobre rezultate u neposrednajriblzida, pa se gradijent brzine na zidu
dobijen iz ovog izraza znatno razlikuje od ekspentalnih rezultata.

U poglavlju 4.10 je analizirana Reynolds-ova angdoga osnovu koje slijedi izraz (4.94) za
razmijenjenu koliinu toplote usled pulzacionog kretanjg pravcu,

. dT
Qac = _Cthd_\_/X-
Dokazano je da ovaj izraz vazi u cjelokupnom swouojn poliju kada je P =1.
Predpostavljajéi da ¢e, analogno ukupnom tangentnom naponu, koji se ifenja duz y
pravca, o,, =7, = const, i razmijenjena kotiina toplote biti takodje konstantna, mogu se
promenljive u izrazu (8.79) razdvojiti i formiratiedé&i integral

s Ty, =-far
0 T,

8.79

7,Cp ]

¢ije je rieSenje

e ¢ 1 8.80
I,C,

S obzirom da je, prema Newton-ovom zakonu hladjea@nijenjena kotiina toplote u
nekom presjeku x¢,, = h(T, -T, ), slijedi

h_% 8.81
c, U,
odnosno
_1 Ty _
h_E'OC”U“pUZ/Z 2,ochmCf 8.82
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Lokalna vrijednost koeficijenta konvektivnhog predatoplote u nekom presjekuce, prema
tome, biti

h, =%pcpumcf,x. 8.83

Imajuéi u vidu da su karakterigti brojevi na nekom rastojanju K, , =hx/A,
R., =U,x/v, P, =v/a, predhodni izraz se moze napisati u obliku
NuleRexRCfx. 8.84
, 2 ] )
KombinacijaN,/R,P. je poznata kao Stanton-ov br§j, pa je
S« :%Cm. 8.85

Osnovno ograkenje pri izvodjenju ove jeddme je predpostavka da JB =1. Kolbrun je
modifikovao dobijeni rezultat u obliku
1
S’X F)r2/3 =§nyx '
i dokaza da vazi za svié brojeve u granicama od 0.6 - 50.

Primjena dobijenih rezultata (8.83) g, (8.84) zaN,, i (8.86) zaS, u diferencijalnoj
analizi je nepogodna jer se tangentni napon na zjgui lokalni koeficijent trenjaC;

moraju odrediti eksperimentalnim putem za svakisjgle x. Poseban problem predstavlja
odredjivanje srednjih vrijednosti koeficijenta @eh toplote i Nusselt-ovog broja. Za
odredjivanje ovih vrijednosti je pogodnija integralanaliza.

8.86

8.5
Turbulentno strujanje duz ravne povrsSine-integralna analiza

Integralni oblik jedn&na granénog sloja (4.72) vazi i pri turbulenthom strujanga
prosj&nom brzinonv, . S obzirom da je duz ravne povrsidd , /dx =0, slijedi;

d TG —v)ldve
pai(um —vx)vxdy—ro. 8.87

U cilju rjeSenja problema neophodno je, kao i kachiharnog granog sloja, usvojiti neki
profil brzine. Primjena izraza (8.73) i (8.75) ngegodna jer se u tom gkju jedndina (8.87)
mora integraliti numetki. Najpogodnije je primijeniti profil brzine (8.J8Tangentni napon
na zidu se ne moze odrediti iz ovog izraza jerkaio, Sto je navedeno, ne daje dobre rezultate
u blizini zida. U tu svrhu se moze upotrijebiti pesimentalni obrazac Blasius-a

ro(x)=0.02550Uf,(U ;(X)j . 8.88

Smjenom (8.78), za n=7 i (8.88), za neki proizvajresjek x, u integralnu jeddiau (8.87)
slijedi,

o) =& (e
UZ0(X) dxy O(X) o(X)

Sto poslije integracije daje
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o(x) _ 0376

X T pus
Zavisnost tangentnog napona na zidu od rastojarga moze odrediti kombinujuizraze
(8.88) i (8.89) u obliku

1/5
r,(x) = o.ozsaauj,(UL] , 8.90

X

00

8.89

na osnovu koga slijedi koeficijent trenja
_ T,(x) _0.0576

i RE oo
Srednji koeficijent trenja duz povrSine jedine Sirine i duzine ke biti
1
| 7,(XdA
_ AJ; (% _ 0072
Ci,= 5 =— - 8.92
‘ pJe 2 0

Primjenom univerzalnog zakona raspodjele brzine73)8.i (8.75) dobija se slozena
diferencijalna jedndna koja se moze integraliti samo nunikin putem. Na osnhovu
dobijenih numerikih rezultata Shlighting [5] je izveo sletlezavisnost

0455

C., = :
f,sr W
Ovo je poznata Prandtl-Shlighiting-ova formula kajaje dobre rezultate d&,, =10° i

dobro se slaze sa formulom (8.92)Ra <10'.

Za tanije prora&une je neophodno izvrSiti korekciju uticaja zanesnarlaminarne oblasti na
sledé€i nacin

L7t [0
— +
A[ '([ Z-Iam X X{Tturb X}

pu; 12
Primjenom izraza (8.15) za laminarnu oblast i (2@ turbulentnu oblast, zR,,, =5x10°,
slijedi

8.93

Chus = 8.94

_ 0072 1700
Cohsr =5 5
L Ry
Smjenom lokalnog koeficijenta otpoi@; , (8.91) u izraz za modifikovani Stantonov broj
(8.86) slijedi
Ny p2/3 0.0576

4.95

& P r 1/5 !
odnosno,
N, = h(x)x _ 0.0288P R, 8.96

Lokalni koeficijent konvekcij&e, prema tome, biti
h(x) 240.02883,0333 o8 8.97
N ,

Srednja vrijednost ovog koeficijenta na povrSinzide L slijedi iz izraza
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1L
h. == | h(Xdx,
. L{()

u obliku

h, :iL 0036P, “*RY?. 8.98
Srednja vrijednost Nusselt-ovog broja na duzineL |

Ny Nl 0036P,%*R%. 8.99

Ovaj rezultat je dobijen pod predpostavkom da tlemimi granéni sloj painje na prednjoj
ivici povrsine. Ukoliko je laminarna sekcija relatb duga i ako se razmjena toplote odvija i
na tom dijelu, ondée srednji koeficijent konvekcije biti

Xr L
M =%{ Jhun(90x+ | hmrb(x)dx} 8.100
0 X

Primjenom izraza (8.29) za laminarnu oblast i (324 turbulentnu oblast, zR,,, =5x10°,
slijedi:
h =

k,sr

A 0036 =%(R* - 23200), 8.101
L y
hksrL 0333 08
Nyor =—5 = 0036R2%(R - 23200. 8.102
A i

uk,sr

Sve karakteristike fluida koje zavise od tempemte odredjuju prema srednjoj temperature,
poznatoj kao temperature filmig
T +T,

>

8.103

T, =

8.6
Strujanje kroz prave kruzne cijevi

Strujna slika pri strujanju fluida kroz zagrijanijev je prikazana na sl.8.5. Pri ulasku fluida
konstantne temperatufie u cijev ¢ija je temperature zidd, veta od temperature fluiddy
dolazi do zagrijavanja fluida i formiranja toplotngranénog sloja debljin&, (x)

Poslije odredjenog rastojanja,, , koje definiSe prelaznu oblast, debljina gtaog sloja se

izjedna&ava sa poluptaikom cijevi i dolazi do formiranja punog tempernakog profila.
Duzina prelazne oblasti zavisi od vrste strujarjf Fa laminarno strujanje je definisana
izrazom

X
% = 005R,,P, 8.104
dok se za turbulentno strujanje &eeu granicama

X
10s%360, 8.105

zavisno od oblika ulaznog profila cijevi i Pr broja
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S|.8.5Razvoj temperaturskog gr&niog sloja i formiranje temperaturskog profila u Zianoj
kruznoj cijevi

Zagrijavanje cijevi se izvodi na raZlize n&ine. Nafe&e se koriste cijevi sa konstantnim
toplotnim fluksom,

N S?ﬁx =const, 8.106

ili sa konstantnom temperaturom zida cijeyiF const.

U prvom sliaju je toplota dovedena po jedinici duzine zidawijkonstantna duz cijevi.
Ovakav nain zagrijavanja se moze ostvariti u cijevi sa eleékim grijacem ravnomjerno
rasporedjenim duz cijevi, kao i u cijevi koja se/mamjerno zagrijava putem radijacije iz
nekog toplotnog izvora. U drugom &ju cijev je smjeStena u isparivdi kondezator ili u
spoljasniji fluid¢iji je toplotni kapacitet,ic, mnogo véi od toplotnog kapaciteta fluida koji
struji u cijevi, Sto uslovljava konstantnu temparat zida cijevi. @igledno je da se
konstantan toplotni fluks i konstantna temperatzida cijevi ne mogu ostvariti istovremeno.
Ako je toplotni fluks konstantan temperatura zigaw mora varirati duz cijevi i obratno.
Jedan od zriajnih parametara za analizu problema transporiattop energije kroz cijevi je
srednja temperature po pogmem presjeku cijevi. Kao Sto srednja brzing, slijedi iz uslova
jednakosti protoka (transporta mase) definisaneg@stvarney = f (r) i srednje brzine,

m= [ vdA= pr, A - v, =—[ ovdA, 8.107
A pAA

tako isti i transport unutrasSnje energije ili eptg odredjen u funkciji stvarne ili srednje
brzine i temperature mora biti indetan.
Unutrasnja energija koju fluid transportuje priugnju duz cijevi, u nekom presjeku x, je
odredjena sledaém izrazom
U = [pvgTdA, 8.108

A

u kome jev brzina strujanja fluida koja je, u datom presjekufunkcija rastojanja od ose
cijevi, v=1(r), dok jec, speciftna toplota fluida. U cilju pojednostavijenja préuaa
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transportovane energije, uvodi se srednja temperdiy! i srednja specifna toplotac

vsr !

analogno srednjoj brzini strujanja, , tako da je,

U= j e, TdA= pv ¢, T, A, 8.109

odnosno

T, =— | ovg, TAA=———| pvg TdA. 8.110
WST VST J- rmVST:[

Srednja temperature se moze odrediti i na osnoalizentransporta entalpije, na osnaaga
se dobija,

T, =—— [ pvc,TdA 8.111
psr A
U najvg&em broju sldajeva se promjena speciiie toplote po popt@om presjeku moze
zanemariti €,,, =C, i C, =C,), dok je za t&nosti c, =c, =c. Imaji to u vidu, predhodni
izrazi za srednju temperaturu se svode na istkpbli
T =1 [pvTdA. 8.112
mA

Usled konvektivhog prelaza toplote sa zida cijexiflnid, pri konstantnom toplotnom fluksu
ili temperaturi zida cijevi, dolazi do permanergrzagrijavanja fluida pri njegovom strujanju
duz cijevi. To zna da ¢e, za razliku od brzinskog profila koji se formpaslije odredjene
prelazne oblast i dalje ostaje nepromijenjaly,/ 0x=0dv, /0x=0, temperaturski profil
mijenjati svoj oblik duz cijevi, 0T /0x#0,dT, /0x#0. Eksperimentalnim putem je,
medjutim, utvrdjeno postojanje &thiih bezdimenzionih profila temperature, odnosnosda
bezdimenzioni temperaturski profil(T, - T) /(T, - T,,), praktino ne mijenja duZ ose cievi.

O T(X)-T(rx)|_ 8.113
aX TA(X)_Tsr(X)
Integraljenjem izraza (8.113) slijedi,

TA(X)—T(I',X): f(r). 8.114
TA (X) - Tsr (X)
Izvod ove funkcije na zidu cijeve biti,

9| T T =f'(r) . =C, 8.115
or|T,-T, - =R
odnosno,
a . (T, -7, )C. 8.116
or | g,
Koli¢ina toplote razmijenjena usled kondukcije na ziiieve ¢e biti,
dQ = —A‘Z—T Druix = A(T, - T, )CDrux. 8.117
r
r=R,

Ova toplota je jednaka keélni toplote razmijenjene usled konvekcije, koja rs® osnovu
Newton-ovog zakona o knvekciji (1.4), moze defitiisaodnosu na srednju temperatlice

dQ = hDr(T, - T, )dx. 8.118

Izbor temperaturske razlike je proizvoljan. Ukolikb se umjesto srednje temperature
odabrala temperature fluida u osi cijevi, dobijeaultat bi takodje bio tan, medjutim, izraz
za koeficijent konvekcijeh, bi imao drugaiji oblik. Uporedjujti (8.117) i (8.118) slijedi,
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h

XZC (h=h(x), A=4(x)), 8.119
odnosno,
N, :%zconst. 8.120

Nusselt-ov broge, prema tome, imati konstantnu vrijednost duzvtijgkoliko se zanemari
uticaj temperature na promjenu osobina fluida élitemu neke srednje vrijednosti &kih
osobina, ondde i koeficijent konvekcijeh, biti konstantan duz cijevi. Na osnovu izraza za
toplotni fluks

d, = h(T, - T, ) = const, 8.121
slijedi da¢e u tom sldaju, pri konstantnom toplotnom fluksu biti,
oX oX

Temperaturski gradiejent u nekom proizvoljnom peksjcijevi se moze, na osnovu (8.113),
izraziti u sledéem obliku,

oT _dT, _T,-T dT, N T,-T dT, _
ox dx T,-T, dx T,-T, dx
Kombinujwi izraze (8.122) i (8.123), slijedi d#, pri konstantnom toplotnom fluksu biti,

8.123

a—T=&=aTs’ , 8.124
ox 0Ox  Ox

Sto zndi da temperaturski gradijent ne zavisi od rast@jarg ose cijevi.

U slwtaju konstantne temperature zida cijevi, temperkigmradijentée biti

O - T T dly 8.124

X T,-T, dx
U dadatkuA7 su izvedeni izrazi za Nusselt-ov broj pri lamiram strujanju polazg od
predpostavke (8.113) o postojanjusih profila temperature:

Laminarno strujanje, konstantan toplotni fluks

N, =% =436, (,=const 8.125
Laminarno strujanje, konstantna temperature zidgeyvi
N, = % = 366, T,=const 8.126

Koeficijent toplotne provodnosti, treba odrediti za srednju temperature fluita,
Nusselt-ov broj pri turbulentnom strujanju je odezdpo analogiji sa strujanjem u gramom
sloju preko ravnog zida (8.86),

%Cu =§,p2* = N pars, 8.127
RoF

U cilju odredjivanja Nusselt-ovog broja neophodegopznavati koeficijent trenja fluida pri
strujanju kroz prave kruzne cijevi. Postoje rétlipodaci i niz analittkih izraza, zavisno od
vrste cijevi i rezima strujanja. Ovi podaci se mowii u klascnoj literature koja obradjuje
probleme Mehanike fluida ili problematiku strujarkeoz cijevi. Najpopularniji trezulati su
prezentirani u vidu Moody-ievog dijagrama[7], ke za hidrautki glatke cijevi moze

aproksimirati sled@m analitickim izrazima,

f = 0316R;", R,,<2x10%, 8.128

f = 0184R}"°, R, =2x10". 8.129
Umjesto ovih izraza se moze upotrijebiti i jedirstvzraz Petukhov-a [8],
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f =(0790nR,, - 164)", 3000< R, <5x10°. 8.130
Treba imati u vidu da je koeficijent trenjaprema Moody-iu ili Moody-iev koeficijent trenja
definisan sled@m izrazom,

2
dp= fd—[;‘v—zf 8.131

za razliku od koeficijenta trenj&, , koji je odredjen izrazom
T

T 8.132
Mg 12
Iz uslova ravnotezZe fluidne mase izmedju dva pkasggevi na rastojanju dx, slijedi
C, =i. 8.133
4

Kombinujwi izraze (8.133), (8.129) i (8.127), dobija se MNassev broj za turbulentno
strujanje kroz prave kruzne cijevi,

N, = 0023R%°PY3. 8.134
Pored ovog izraza u upotrebi je i Dittus-Boelteadormula,
N, = 0023R¥°P", 8.135

u kojoj je n=04, pri zagrijavanju fluida,T, >T_, odnosnon=0.3, pri hladjenju fluida,
T, <T,. Ova formula je potvrdjena eksperimentalnim putestedéim granicama:

0.7<P <160

R, 210000 8.136

L/D=10.
Formula moze biti kori®na za male ili srednje temperaturske razlike;-T,, koje

uslovljavaju blage promjene fidih osobina fluida po poptaom presjeku cijevi. Pri velikim
temperaturskim gradijentima je pogodnija sked®rmula Sieder-a i Tate-a [9],

014
N,, = 0027 4,3’53“3(£] , 8.137
M,
u granicama,
0.7 <P <16700
R., 210000 8.138
L/ D210,

Sve osobine fluida osim su odredjene za srednju temperature fluiga

Upotrebom navedenih formula mogu se pojaviti retadivelike greske¢ak do 20%. Téniji
rezultati sa greSkama manji od 10% se mogu ositwgrdttrebom slozenijih formula, kao npr.
formule Pethukov-a (x),

 (tERe

107+ 127(f /8)"*(P?'* -1)
u kojoj se koeficijent trenja moze odrediti iz Mge@vog dijagrama. Ovaj izraz vaZi u
oblasti 05<P <2000,10° <R, <5x10°. Osobine fluida treba odrediti u odnosu na
srednju temperatur€, . Formula (8.139) se moze Koristit za glatke ilo kava aproksimacija

za hrapave cijevi. Analiza uticaja hrapavosti na$#lt-ov broj se moze éau Bhatt ii Shah
(x). Sve navedene formula se mogu Kkoristiti satikela dobrom tano%u za sldaj
konstntnog toplotnog fluksa kao i za &y konstantne temperature zida cijevi.

ub
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Uvod

Kada se fluid grije ili hladi u polju zemljine tezmoze doéi do formiranja uzgonskih sila koje
mogu izazvati strujanje fluida. Proces razmjenergijee sa grarinim povrSinama u ovim
uslovima je poznat kao slobodna ili prirodna koroigk Ona se odvija bez prisustva pumpe
ili ventilatora i nije uslovljena propulzionim eféna kretanja tijela u odnosu na fluid ili
obratno. Prirodna konvekcija se pojavljuje kadaregapnske sile djeluju na fluid promenljive
gustine. NajeXe je gradiejent gustine uslovljen temperaturskinadgentom, dok su
zapreminske sile uglavnom sile zemljine teze. Paia zemljine teze, zapreminske sile
mogu biti centrifugalne u rotacionim masinama tiriblisove u atmosferskim strujanjima.
Brzine strujanja pri prirodnoj konvekciji su mnog@anje od brzina pri prinudnoj konvekciji,
pa je i razmijenjena kdafina toplote znatno manja negu pri prinudnoj konvjekt pored
toga,prirodna konvekcja igra ztegnu ulogu pri zagrijavanju prostorija i hladjenmpelicitin
uredjaja, npr. elektronskih elemenata, indajuvidu da su sistemi sa prirodnom konvekcijom
znatno jeftiniji i pouzdaniji od sistema sa prinoedm konvekcijom. Pored toga, prirodna
konvekcija u mnogim sloZzenim sistemima uslovljgmacess razmjene energije usled
prinudne konvekcije. Prirodna konvekcija moze bpoljasnja kada okolni fluid razmjenjuje
energiju sa zidom razite temperature ili unutrasnja kada fluid strujuter prolaza raziitog
piopre&Enog presjeka. U ovom poglavljée biti pratavana slobodna konvekcija izazvana
zagrijavanjem ili hladjenjem fluida u kontaktu deotmim povrSinama.

9.1
Jednafine graniénoq sloja pri slobodnoj konvekciji

Jedndine granénog sloja su stne jedndinama pri prinudnoj konvekciji. Sustinska razlika |
u tome Sto se pri prirodnoj konvekciji zapremingile u odnosu na sile pritiska ne mogu
zanemariti, Sto je né<e bio sl¢aj kod prinudne konvekcije. Klagin primjer formiranja
graninog sloja na vertkalnom zidu je prikazan na sl.9.1.
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S1.9.1 Razvoj graninog sloja na vertikalnoj zagrijanoj go (a) Brzinski granini sloj. (b)
Temperaturski gratini sloj

Fluid, ¢ija je temperature manja od temperature zida, ddizini zida zagrijava usledega
dolazi do smanjenja njegove gustine, Sto uslovljaetanje fluida u vertikalnom pravcu. S
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obzirom da je brzina na zidu jednaka nuli (uslegl|gnja), a dovoljno daleko od zida takodje
jednaka nuli usled nepromijenjene gustine, strighiea ima oblik prikazan nasl.9.1(a). U
slieaju kada je temperatura fluidaéaeod temperature zida éo¢e do strujanja fluida u
suprotnom smijeru.
Moze se uditi da¢e u strujnom polju u neposrednoj blizini zida, kaograntnom sloju biti:
ov,, o0v,,

v, <<v,; —L<<2L 9.1

Y * ox oy
Imajwéi to u vidu, polazé od Navier-Stokes-ovih jedtma (2.39) slijede jedrne,
indenténe jedné@inama graninog sloja (4.17-4.19), koje se u &ju stacionarnog strujanja
svode na sledeoblik:

2

Vv, aVx+vy oV, :gx—1@+va sz, 9.2

0x oy p 0X oy
1op_g 9.3
p 0y
M Ny g, 9.4
ox oy
sa graninim uslovima,
y:O,szvy:O, 9.5
y - o,Vv,=v, =0,0p/0X=p,09,=-p.0 - 9.6

Analizom reda vetine pojedinih ¢lanova u jedn&ni (3.50), dobija se odgovardju
diferencijalni oblik energijske jedtiame grantnog sloja pri slobodnoj konvekciji,

Yo, Vxﬂ-'-vyﬂ :i /]a_T +Vx@' 9.7
0x oy ) oyl oy 0x

sa sledém grantnim uslovima,

y:O, Vx=Vy:O’T:Ts 9.8

y-o,v, -0TT,,0v,/0y=0,0T/dy=0 9.9

Ova jedndina je indentina energijskoj jedri@ni laminarnog grarinog sloja (4.51), sa
razlicitim granicnim uslovima.
Pri strujanja idealnog gasa ('ET:, A=const), i ténosti (c, =c,), imajwi u vidu da se uticaj
sila pritiska na zagrijavanje fluida u ovomd&ju moze zanemarit, energijska jetina se
svodi na sled® oblik, sa odgovarajtim grantnim uslovima,

oT oT _ A 07T
V,—+V, —=———-,

ox 'y pc, oy’
y=0 v,=v, =0 T=T,,
y-o,v, -0T-T,,0v,/0y=0,0T/0y=0.
S obzirom na gratni uslov (9.6) za pritisak na spoljnoj granici gkamg sloja, jednéna
graninog sloja (9.2) se moze napisati u obliku,

2

vxavx+vy%=g 4o +|/aV2X, 9.11

ox oy Yo ay
u kome jeAp=p, —p.
Prvi ¢lan na desnoj strain ove jediree predstavlja uzgonsku silu. Kada je promjena gustine

uslovljena promjenom temperature, promjena gustine se moze izrdaitkciji koeficijenta
zapreminskog Sirenja fluid@,

9.10
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p=tOV __10p| 9.12
V oT|, paT|,
Pri relativno malim promjenama gustine moZze se kginairti sled€im izrazom,
'8 = —1@ = _EM
pAT|,  pT,-T°
9.13
Imajwéi u vidu da je promjena pritiska u pravcu y-osengkh nuli, slijedi da je
Dp=p,-p=pB(T-T.), 9.14
Sto poslije smjene u jedéiau (9.11) daje,
2
v, . vy . zgﬁ(T‘Tm)’fV—a L3 915
0x oy oy

dok jedngina kontinuiteta i energijaska jedinaa, sa odgovarafim grantnim uslovima,
ostaju nepromijenjene:

ov
Ny Ny g, 9.16
ox oy
2
v, TPy 0T - A 0T 9.17
0x dy pc, dy
y=0v,=v, =0 T=T,, 9.18
y-o,v, -0T-T,,0v,/0y=0,0T/0y=0. 9.19

Na prvi pogled izgleda neprihvatljivo da se uzima u obzir peomjgustine u grafnom sloju

a polazi od jednana laminarnog strujanja nestisljivog fluida. Medjutim, moéeekazati da

je zanemarenélan a(divv)/ax, u Navier-Stokes-ovoj jedtmi (2.39) manjeg reda veéine

usled malih promjena duz x-ose. Ovakav prilaz je poznat kao Besgsova aproksimacija.

Jedndina granénog sloja (9.15) i1 energijska jedmaa (9.17) se mogu napisati u

bezdimenzionom obliku uvodesled&€e promenljive:
X y gV _T-T,

x'=X yo=Y yo=Ye ooy g , 9.20
L L A A T, —Too
u kojima suL i v,, neka karakteristha duzina i brzina,
o), oov) _gB-TIL o, 1 9%
VX v, X = > T+ = 9.21
ox oy Vo R.. dy
WO 0T 1 0T 9.22

“oxt Yoyt RP ay®
Prvi ¢lan na desnoj strain jedtiae (9.21) je bezdimenzioni broj koji predstavlja uticaj
uzgonskih sila. Ovaglan je, medjutim, nepogodan za prahkti primjenu zato Sto sadrZi
nepoznatu karakterigtiu brzinuv,. Za razliku od gragnog sloja pri prinudnoj konvekciji,
umjesto ovog broja koristi se njegov proizvod sa kvadratogm&ds-ovog broja, poznat kao
Grashof-broj,

QAT T (v _ofT-T
G, = > === . 9.23

A v vV

Grashof broj igra istu ulogu pri prirodnoj konvekciji kao €yRolds-ov broj pri prinudnoj
konvekciji. Ovaj broj predstavlja mjeru odnosa uzgonskilskeznih sila.
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9.2
Slobodna konvekcija pri laminarnom strujanju na vertikalnoj plo ¢i
konstantne temperature

Najjednostavniji sltiaj slobodne konvekcije se odvija u blizini vertikad) zida konstantne
temperature @ijoj se okolini nalazi hladniji ili zagrijaniji flid, sl.9.1. Fluid u blizini zida se
zagrijava ili hladi usledtega dolazi do promjene njegove gustine Sto izawedikalno

kretanje,ciji ¢e smjer zavisiti od odnosa temperature zida i 8uddvoljno daleko od zida. U
blizini zida ¢e se formirati brzinski i temperatuski grémi slojevi prikazani na sl.9.1. Dok se
brzina mijenja od nule na zidu, do neke maksimaiiednosti u grarinom sloju i ponovo

do nule daleko od zida, temperature se mijenjeeatperature zidals, do temperature fluida
dovoljno daleko od zidarl,, . Debljina brzinskog gratinog sloja ne mora biti jednaka debljini

temperaturskog grafmog sloja. Ukoliko je pléa dovoljno duga, strujanje moze postati
turbulentno. Eksperimentalnim putem je dokazand@elatrujanje postati turbulentno ako je
ispunjen uslov
G, P >10°. 9.24
da bi uopste doslo do formiranja gr&mag sloja, mora bitG, P > 10°.
Nadjena su mnoga, manje ili viSe pogodna, rjeSg@gadina brzinskog i temperaturskog
grantnog sloja pri strujanju uz vertikalan zid. Jedno majpoznatijih rjeSenja su dobili
Polhausen [1] i Ostrach [1]. Na osnovu do tada pbtlneksperimentalnih rezultata,
Polhausen je predpostavio postojanjensti rjieSenja, kao i u staju prinudne konvekcije i
uveo sledéu bezdimenzionu koordinatu,

1/4
n:i(%j , 9.25

x\ 4

I strujnu funkciju

o(xy)= f(n){4v(%jm} 9.26

Uvodjenjem bezdimenzione temperature

o=t To 9.27
T, —Too

polazne jednéne (9.15) i (9.17) se svode na slédgblik,

f"+3ff"-2f'*+06=0, 9.28

6"+3P f6' =0, 9.29

sa graninim uslovima,

n=0,f=f=0,06=1, 9.30

n-o,f' -0 06-0.

Polhausen je nasao nunéo rjeSenje ovih jedra za P,=0.733, dok je Ostrach dao
numertko rjeSenje zabD01< P. <1000. Dobijeni rezultati su prikazani na sl.9.2

Na osnovu prikazanih rezultata se moze odredtdinbr strujanja u svakoj ¢ki granicnog
sloja, imajui u vidu da je,

v =2 - Dguzp(n)je=To=tT=
dy X T, T,

s o0

9.31
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S1.9.2 Slobodna laminarna konvekcija na zidu konstangnaperature. (a) Brzinski profil. (b)
Temperaturski profil

Moze se uditi da je zaP, >1, temperaturski gradémi sloj tanji od brzinskog, a natito za
vec¢e Prandtl-ove brojeve.

Dobijeni rezultati se takodje mogu koristiti za edjivanje Nusselt-ovog broja, odnosno
razmijenjene kotiine toplote. Imajéi u vidu da toplota razmijenjena usled kondukcige n

samom zidu,
1/4
g =297 =-i(Ts-Tw)($j dg 9.32
0y, X 4 a7,
mora biti jednaka toploti razmijenjenoj usled kekwije,
q =hT,-T.), 9.33
dobija se sled@ izraz za Nusselt-ov broj,
1/4

N, =X —[G—j @ 9.34

A 4 dn 120
S obzirom da j@=6(n,P ), predhodni izraz se moZe napisati u obliku,

hX G 1/4

ux=7=( 4r.xj g(Pr) 9.35

Funkcija g(P,) se moze odrediti na osnovu dobijenih nuieh rezultata, na osnovu kojih je
izvedena korelaciona formula,
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9.36

075PY?
g(R)= “

" (0809+ 1221P2 + 1238P )'*

Srednja vrijednost koeficijenta prelaza toplote raatojanju duzine L se moze odrediti iz
slede€eg izraza

R =2 tn=Rofe | ST

4v?

1/4 L

-5

0

Sto poslje integracije daje

=4 A T.-T.)]"
h, ZE EE g(Pr )[%} , 9.37

odnosno,

e 1/4
NUL :E:ﬂ(&j g(Pr) 938

Na osnowvu izraza (9.35) slijedi da je,

— 4
NuL :§NuL . 9.39

Dobijeni rezultati vaze za oba 8hja; T, <T, i T,>T, .
Sve osobine fluida osim gustine se smatraju kotstani odredjuju za referentnu
temperaturu

+
T, =1s 2Tw | 9.40
dok je koeficijent zapreminskog Sirenja za ideajasove
B= i. 9.50
TR
Prema Sparrow i Greg [3], referentnu temperatwigatiodrediti na osnovu izaza
T, =T,+0333T, -T,), 9.51
a koeficijent zapreminskog Sirenja iz formule,
1
=—. 9.52
P T

[

Imajwéi u vidu da se osobine fluida smatraju konstantraiwbhijeni rezultati née vaziti u
slweaju znatnih temperaturskin promjena. Kada je unpitavazduh, mogu se tolerisati
temperaturske promjene do 18D

Na dovoljno dugoj plé moze daéi do pojave turbulencije. Kao Sto je dv@avedeno, do
pojave turbulencije dolazi ako je Rayleigh-ijeRd broj, koji je jednak proizvodu Grashof-
ovog i Prandtl-ovog broja, ¥eod 10. Da bi se formirao gra#ii sloj mora Rayleigh-ijev
broj biti veti od 1. Prema tome, dobijeni rezulati vaZe u oblagf < R, < 10°.

Problem razmjene toplote pri slobodnoj konvekcgi moze rijesSiti polazé od osnovnih
jedn&ina u integralnom obliku, na &8&n n&in kao i u sld¢aju prinudne konvekcije.
Primjenom integralne analize, dodatal8, dobijeni su slede izrazi za Nusseltov broj,
brzinsko i temperatursko polje:

N, = 0508P*?(0952+P ) ‘G, 9.53
N, =% N, . 9.54
2. 393P2( 0952+ P )" G M4, 9.55
X
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2 1/2
Va =%(1—¥j , v(x)=5.17"(ij . 9.56

Empirijske korelacije

Pored analitkih postoji niz empirijskih korelacija izvedenih eazlicite geometrijske
uslove. Ove korelacije, koje su pogodne za inZgkemproraune, imaju sleda opsti oblik,
N, =%=CR2L, 9.57
u kome je Rayleigh-ev broj,

_ _9p(T -T,)U
RaL - GrL Pr _%-
Za laminarno strujanje ja=1/4, a za turbulentno strujanje je=  1/3ve osobine fluida se
odredjuju za srednju temperatufy = (TS +T°°)/ 2.

9.58

» Vertikalan zid
10* <R, <10°, C=0.59, n=1/4
10° <R, <10, C=0.10, n=1/3

Za cjelokupnu oblast Rayleigh-ijev brojewak i za brojeve manje od 40moze se

koristiti sledéa relacija
2

1/6
N, =| 0825+ 0387R, 9.59
" [+ 0429/ )"
dok za oblast0’ < R, <10°, tatnije rezultate daje sleda formula,
1/4
N, = 068+ 0670R, 75 - 9.60
L+ 0492/ p)*"]
* Nagnut zid
[ I—’ 3—] i
TV W VY
S1.9.3
Slobodna konvekcija na
4 nagnutoj ploi: (a) Bacni
presjek strujne slike na
hladnoj pl@i. (b) Uzduzni
presjek strujne slike na hladnoj
placi, (c) Baeni presjek
strujne slike na viioj
A A M a ) plagi, (d) Uzduzni presjek
] strujne slike na vitoj ploci




Izrazi (9.59) i (9.60) se mogu koristiti i za nagm zidove ako je ugao nagiba zida u
granicamad< §<60°. Treba imati u vidu da je u tom ghju g, = gcosd.

Strujna slika na nagnutoj @lige prikazana na sl.9.3 Ovi izrazi se mogu katiisthmo
za gornju povrsinu hladne i donju povrSinudgplaie. Na suprotnim povrSinama strujanje je
nestabilno i trodimenzionalno, tako da se morajtskiti specijalni postupci za odredjivanje
koeficijenta konvekcije.

* Horizontalna pla‘a

Na sl.9.4 je prikazana strujna slika na horizorapplcci.

P \\ TY WYY (o4

Slobodna konvekcija na
horizontalnoj plgi: (a) Gornja
povrSina hladne pte, (b) Donja
povrSina hladne pte, (c) Gornja
povrSina vrie plate, (d) donja
povrSina vrige plaie

(a) (b)

(c) (d)

(a), (d) N, = 027RY*, 10°< R, <10", 9.61
(b), (c) N, = 054RY*, 10°<R, <10’; N, = 015RY*, 10’ <R, <10".
9.62
U svim ovim izrazima karakterigtia duzina je jednaka odnosu povrSig, i obima
ploce, O,
L=A/0O. 9.63

* Dug horizontalan cilindar

Ovaj problem je dataljno préavan i pregled dobijenih rezultata je dao Morgdn [4
On je predlozio izraz (9.57),
N, :hA—D =CR},, 9.64

sa sledém vrijednostima za C i n:
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Rap C n

10%%-102 0.675 0.058
10%-10° 1.2 0.148
10%-10 0.850 0.188
1010’ 0.480 0.250
10-10" 0.125 0.333

Churchill i Chu [5] su predlozili jedinstvenu kdaeiju za Sirok opse&, brojeva,

0387R!/°
[1+ (0559/P )%

2
Nuo :{0.60+ Ism} , R, <10%.

9.65

Lokalna vrijednost Nusselt-ovog broja se mijenjd dilindra opadajti pocev od

tatke =0, do t&ke 6=n, sl.9.5.

zagrija T T s
ni  —— 4

vazduh

broj
oko

Churchill (x), je predlozio Slede korelaciju,
1/4
N =2+ 0589R;,

u P >07, R,<10".
"7 i+ (oasarp )] ’

4/9 7
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GLAVA 10

KLJU CANJE | KONDEZACIJA
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Uvod

Dva karakteristina procesa u kojim se razmjena toplote odvija twismenu promjenu faze
su kljucanje i kondenzacija. Proces se odvija na kontaktidd sa graminim povrSinama.
Promjena faze i latentna toplota igraju &gau ulogu u mehanizmu razmjene energije. U
procesu kljganja toplota prelazi sa gr&ne povrSine na fluid i obrathno u procesu
kondenzacije. lako je usled kretanja fluida promesmjene toplote u principu konvektivan,
usled promjene faze moze @alo razmjene toplote i uz minmalne temperaturskaike.
Pored promjene faze, znatan uticaj na process esmnipplote imaju i povrsinski napan,
kao i razlika gustina dvije faze. Razlike gustieenbsti, p,, i pare,p,, uslovijava pojavu

uzgonske sile,g(pt —pp). Koeficijent konvekcije je u opStem shju usled promjene faze i

pojave utgonskih efekata, znatnaiveego u sldaju prinudne konvekcije bez promjene faze.
Proces kljdganja nastaje kada temperatura povrsSiig, postane ws od temperature

zastenja, T,, na odgovarajtem pritisku. Kljitanje se moze odvijati u razktim uslovima.
Fluid moze klj¢ati u posudi kojoj kao cjelina miruje, dok se ke ostvaruje usled
slobodne konvekcije i pojave mjehurova pare, takoj cijevi u kojoj se ki pod uticajem
neke spoljasnje sile, npr. pumpe. Kada je temperda&nosti u posudi manja od temperature
zastenja moze dé do ponovne kondenzacije mjehurova pare formiraméh kontaktnoj
povrsini.

Do kondenzacije dolazi kada se para fluida nadjeniaktu sa povrsinortija je temperature
manja od temperature zésnja. Latentna toplota pare se oslobadja i prenaskontaktnu
povrSinu usledtega dolazi do kondenzacije fluida. Ovakav vid kormdeije je poznat kao
povrSinska kondenzacija. Do kondenzacije mo4e idcada se para fluida nadje u kontaktu sa
fluidom (gasom ili téno&u) cija je temperature niza od temperature &aga. PovrSinska
kondenzacija se moze odvijati na dva karakténstingina zavisno od uslova na kontaktnoj
povrSini. Nage&i slucaj je kada tanki film kondenzata prekréigavu povrsinu i poznat je kao
filmska kondenzacija. Moze se ostvariti &iatim povrSinama bezestica prljavstine. Drugi
vid je tzv. kapljtna kondenzacija koja se odvija na kontanimiranimr§ioama.

Kao i kod prinudne i slobodne konvekcije razmijer@gekolicina toplote se definiSe Newton-
ovim zakonom (1.4), na osnovu koga slijedi,

q:%: h(T, -T,)=har 10.1
odnosno,
Q=hAT,-T,), 10.2

S obzirom da proces promjene faze karakteriSu moanjgustine, speatfe toplote,
viskoznosti, koeficijenta kondukcije i drugih fékih karakteristika, koeficijent konvekcije pri
klju¢anju ili kondenzaciji je mnogo slozenija funkcij@go u sldaju klaséne konvekcije.
Imajwéi to u vidu, najvéi broj problema razmjene toplote pri Kignju i kondenzaciji se
rjeSava na osnovu empirijskin formula dobijenih pgmentalnim putem i metodom
dimenzione analize.

10.1
Klju éanje u posudi

Fluid koji se nalazi na temperaturi zgsija u nekoj posudi zagrijava se potoplienim geja
ili se topolota dovodi kroz kontaktnu povrSinu mekog spoljnjeg izvora. Zavisnost
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razmijenjene kotiine toplote od temperaturske razlike gtgaT,, i tecnosti na temperaturi
zastenja, T,, je prikazana na sl.10.1, koja se odnosi na vadpritisku od jedne atmosfere.
Slicne krive se mogu dobiti i za ostaléresti.

slob. konv. tranz. filmsko Kklj.

107

SI1.10.1
Razkiti rezimi klju¢anja u
posudi

1 5 10 30 120 1000

Zavisno od temperaturske razlike gtgai tenosti, mogu se uiti sledei rezimi klju¢anja:
klju¢anje pri prirodnoj konvekciji, mjehurasto kjfanje, prelazna oblast i filmsko k&anje.
Prirodna konvekcija. Prirodna konvekcija se pojavljuje pri razlici teemptura grijda i
temperature za%nja manje od %. Kretanje fluida je uslovljeno efektima prirodne
konvekcije bez pojave mjehurova pare. Koeficijeahkekcije se moze odrediti na osnovu
izraza datih u poglavlju o prirodnoj konvekciji.

Mjehurasto kljuéanje. Mjehurasto kljdanje se pojavljuje u oblasti temperaturskih raslika

5° < AT <30°C. U ovoj blasti se razlikuju dva podrezima.

Oblast AB krakteriSu izolovani mjehuri koji se pdjaju na grijau, odvajaju od njega i
krecu ka slobodnoj povrSini. Sa paanjem temperature broj mjehura raste ugksgh dolazi
do njihove interakcije. U oblasti BC dolazi do rffaranja kolona mjehura, zatim njihovog
spajanja i formiranja parniniepova 1 kon&no parnih mlazeva. Tha P odgovara
maksimalnoj vrijednosti koeficijenta konvekcijePoiev od ove téke, koeficijent konvekcije
opada usled formiranja parnog sloja oko g@aj&koji ima visok toplotni otpor. lako ovaj
koeficijent opada sa daljim porastom temperaturskatike, razmijenjena kalina toplote i
dalje raste usled porasta temperaturske razlikedsvitke C, u kojoj dostize maksimalnu
vrijednost. Téka C je poznata joS i kao kitia taka, ili tacka regrijavanja, jer u ovoj t&i
moze daéi do pregorijevanja griga ukoliko ne postoji mogumost kontrole njegove snage.
Razmjenu toplote u inZinjerskoj praksi treba ostiati u oblasti mjehurastog kianja.
Primjenom izraza (10.2) moze se vidjeti da je kogint konvekcije u ovoj oblasti ¢eod
10* (W/m?), $to je znatno iznad vrijednosti koje odgovarajocesima bez promjene faze.
Prelazna oblastU ovoj oblasti je izdvajanje mjehura toliko int&zo da dolazi do formiranja
parnog omotéa oko grij@&a koji djeluje kao izolator izmedju grija i te&nosti usledcega
dolazi do smanjenja koeficijenta konvekcije. Ovajaia® je nestabilan, tako da moze¢ddo
njegovog kidanja i uspostavljanja kontakt&niesti i grija&¢a. Rezim klj¢anja je izrazito
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nestabilan, medjutim kontakt pare i gégaje dominantan u odnosu na kontakintesti i
grijaca i raste sa porastom temperature.

Filmsko klju¢anje. Ovaj proces se odvija pev od téke D u kojoj toplotni fluks ima
minimalnu vrijednost. Ova t&a je poznata kao Leidenfrost-ov&ka. Omatd pare pokriva
grijac¢ u vidu filma. Razmjena toplote sa giam se odvija putem kondukcije i radijacije.
Na sl.10.2 su prikazani raditi rezimi klju¢anja u horizontalnoj cijevi.

S1.10.2

Kljucanje metanola u horizontalnoj cijevi.
(@) Mijehurasto kljganje, (b) Prelazni
rezim, (c) Filmsko kljdanje.

Da bi se ostvario rezim CD neophodno je smanjdigsngrija&a, da bi se smanijio tolotni fluks
sa grij@a na okolni fluid. Ukoliko se snaga gdmne smanji, proces kljanja se odvija duz
linije CE, sl.10.3. Prelaz sactee C na téku E je prakino trenutan i ukoliko grigane moze
izdrzati temperaturu koja odgovaracka E, dolazi do njegovog toplienja odnosno
pregorijevanja. Ovo je n&g&a pojava u praksi. Ukoliko grijgane pregori, postepenim
smanjenjem snage grfja rezim kljitanja se odvija kao Sto je prikazano na sl.10.3lijeo
dostizanja minimalne vrijednosti, proces kKhmja prelazi u oblast izolovanih mjehurova, bez
dostizanja maksimalne vrijednosti. Procesi ¢&djoja pri zagrijavanj i hladjenju fluida se ne
odvijaju po istoj krivoj kljitanja.
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Najceke kori&en izraz za razmijenjenu kéilnu toplote u oblasti mjehurastog kipnja je
predlozio Rohsenow [1],

( _ ) 12 3
q:,ut{gpt pp} (CIATJ, 10.3
o C.rP;
u kome su:
M, - koeficijent dinamike viskoznosti ténosti
r - toplota isparavanja odnosno kondenzacije
o} - gustina ténosti
Py - gustina pare
o - koeficijent povrSinskog napona
C, - speciftna toplota ténosti
P, - Prandtl-ov broj za taost

C,.,n - koeficijenti, dati u tab.10.1, koji zavise odsig t€nosti i stanja kontaktne povrSine.

Tab.10.1
Fluid-povrSina C, n
Voda-bakar:
- neobradjen 0.0068 1.0
- poliran 0.0130 1.0
Voda-nerdjajdi ¢elik:
-hemijski @&is¢en 0.0130 1.0
- poliran 0.0130 1.0
- brusen i poliran 0.0060 1.0
Voda-mesing 0.0060 1.0
Voda-nikl 0.0060 1.0
Voda-platina 0.0130 1.0

Kuteladze [2] i Zuber [3] su odredili izraz za mimkalni toplotni fluks koji odgovara
Kriti¢noj tacki,

7 [alo-0,)]" (0 +0,)"
Olnax = rp{ t ”} [t ”j. 10.4

24 P P
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Zamjenom konstant@ /24, sa eksperimentalnom vrijedrdos 0.149, i uzimajéi da je odnos
zbira gustina pare i&aosti i gustine t&nosti prakitno jednak jedinici, slijedi,
1/4

O = 0.149rpp[09(t—2'0”)} :

P
Maksimalni toplotni fluks ne zavisi od vrste maja@a grijata dok je veoma malo zavisan od
njegove geometrije. Izrazi su izvedeni za horiziomtgrijac¢ relativno velike povrSine ali vaze
| za ostale geometrije grija ukoliko su njihove dimenzije dovoljno velike urm$u na
dimenzije mjehurova koji se formiraju na njima.
Zuber [3 je izveo sledeizraz za minimalni toplotni fluks,

1/4

. ga( t _pp)

J,in = 0090, 1 ~(—)— .
P { lot +10p ?

U oblasti filmskog kljganja, kada su temperature gtgamanje od 30T, moZe se Kkoristiti

sledéi izraz,

— '~ 3 1/4
- hconvD =C g(pt _pp)r D
N, VAL -T,)

u kome je C=0.62 za horizontalni cilindar a 0.64gatu. Korigovana toplota isparavanja,

se odredjuje iz izraza' =r + O.8«:(TS —TZ). Osobine pare se odredjuju na temperaturi filma,
T, = (TA +TZ)/ 2, a osobine tosti na temperaturi z&@sinja.

Ukoliko je temperatura grijm veta od 308C, mora se uzeti u obzir i uticaj radijacije.
Bromley [4] je predlozio sledeobrazac,

10.5

10.6

10.7

ﬁ4/3:ﬁ4/3 +ﬁ ﬁl/3 108
conv rad ) )

Ako je h,, <h,,,, moZe se koristiti aproksimativni izraz,

ﬁ = Hconv-i_%[-_]raud ' 10.9

Uticaj radijacije se moze odrediti iz sléeg izraza,
__eolTi-T?)

rad _T
u kome jee, koeficijent emisijevrste povrSine a Stefan-Boltzmann-ova konstanta.

| 10.10

10.2
Klju éanje u struji fluida

R g s Ukoliko se kljuwtanje odvija u struji fluida u
P 4\4 ks nekoj cijevi dolazi do nagle promjene faze
kaplj. - tako da je ova vrsta kifanja poznata kao
toni b dvofazno klj¢anje. Na sl.10.4 je prikazan
film : Lo vertikalni cijevni ispariva.

. {
parno !
jezgro D“ :
} S1.10.4
mjehur. fglo] - Klju¢anje u vertikalnom cijevnom
S isparivau
- =
teCnost -
: koef. konv.  +2
o
!



Hladna té€nost ulazi u isparivastrujei duz zagrijane povrsine, uslégga dolazi do pojave
prvin mjehura. Strujanje je mjehurasto ako ima rag 10% pare. Sa pdgnjem inteziteta
formiranja mjehura pov@va se i intezitet razmjene toplote. Mjehuri ddemiraju parne
cepove koji prelaze u parno jezgro sa filmontesti na zidu grij&a. Brzina kretanja pare je
veca od brzine kretanja d¢rosti. Toplota se u ovoj zoni provodi kroz film ldukcijom.
Najveti dio pare se formira na kontaktnoj povrSini pas&bst, dok se jedan dio mjehura
formira na zidu. U sled®j oblasti dolazi do nestanka filma i naglog smaajekoeficijenta
prelaza toplote. Ova oblast je poznata kao prelakaeakteriSe je povremeni nesatnak filma i
formiranje kaplica ténosti u struji pare. Do pregoriejvanja géganagese dolazi u ovoj
oblasti. Dalje slijedi oblastiste pare. U ovoj oblasti, kao i u oblasti prijejga@ mjehura,
koeficijent konvekcije se moZe odrediti na osnownalae date u poglavlju o prinudnoj
konvekciji, dok je za ostale oblasti neophodanapoa analiza.

10.3
Filmska kondenzacija na vertikalnom zidu

Filmska kondenzacija na vertikalnom zidu je prikezaa sl.10.5. Strujanje u filmucteosti
moze biti laminarno ili turbulentno. Pri laminarn@tmujanju, Sto je n&ggi slucaj, toplota se
prenosi kondukcijom i intezitet prenosa toploteigiawd debljine formiranog filma.

zastena
para
— o) S1.10.5
' Formiranje gratnog sloja pri filmskoj
kondenzaciji na vertikalnom zidu
Tu())

teéni
u film

Debljina filma je uslovljena intezitetom kondenzaci odvodjenja kondenzata. Za nagnuti
zid, u poredjenju sa vertikalnim, intezitet odvagge kondenzata je manji uslegkga se
njegova debljina povava Sto uslovljava smanjenje koeficijenta prelazaadte. U nekim
slucajevima okolna para moze biti pregrijana ili u ssnga nekim drugim fluidom.
Uprkos sloZzenosti, problem se moze rijeSiti ar&litako se uvedu odredjene predpostavke
koje je predlozio Nusselt [5]:

» strujanje u filmu je laminarno a osobine fluida &tantne

* razmjena toplote na liniji film-para se odvija samsled kondenzacije (temperatura

pare constantna)

* temepratura povrsine zida je konstantna

e promjena temperature po presjeku filma je linearna

« zanemarljiv tangentni napon na kontaktnoj povrgara-t€nost (para miruje)
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Polazti od Navier-Stokes-ovih jdiaa (2.42) za dvodimenziono stacionarno strujanje
nestisljivog fluida, dobija se sle¢kejedndina strujanja u filmu,

2 2

Vv, aVx+vy%:gx—i@+vt(a V2X+a szj 10.11
ox oy p, OX ox oy

Imajwi u vidu da brzina strujanja u filmu veoma mala, gmose ¢lanovi koji sadrze

komponente brzine strujanja zanemariti. Za venidaplaiu je g, =g, dok ¢e promjena

pritiska u pari koja miruje biti

&=ppg. 10.12

Iz druge Navier-Stokes-ove jedimae slijedi da je promjena pritiska duz y-ose jdanauli.
Imajwéi u vidu navedene prdpostavke, izraz (10.11) selisva sledéi oblik,

0°v g
—x==3(5 —-p ), 10.13
YA " bi-e,)
sa graninim uslovima,
y=0,v, =0,
10.14
y=9,0v,/dy=0.

RjeSenje ove jeditme je,

v :M{X—l(lﬂ. 10.15

* I, 5 2\d
Koristeti ovaj rezultat moze se odrediti protok kondenzpatgedinici Sirine zidayy,

3(x)
m(x)= [pyv,Wdy, 10.16
0

Sto poslije smjene izraza za brzimudaje,
m(X) _ ptg(pt - pp)63

10.17
W 3y,
Kolic¢ina toplote koju para maséhoslobodi usled kondenzacije je
dQ = rdrh, 10.18
odnosno
KQ_, dan 10.19
dx dx

Koli¢cnik dn/dx, predstavlja prirasStaj kondenzata na rastojadiky odnosno kotinu
kondenzovane pare na tom rastojanju. Ovackai se moze odrediti iz izraza (10.17) na
osnovu koga slijedi,

an_ . oo (p. -p,) ., d5

— =W & —, 10.20
dx M, dx
Sto poslije smjene u predhodni izraz daje,
Q_ Sl mpy) g ds 10.21
dx M, dx
Ova toplota je jednaka kdlni toplote koja se usled kondukcije predaje sademzata na zid,
Q. )lta—T W. 10.22
dx ay| _
y=0

144



Predpostavljajéi linearnu raspodjelu temperature u filmu kondeazahoze se odrediti
gradijent temperature u obliku,
a_T — Tz _TA

oy I

Izjedna&avanjem izraza (10.21) i (10.22) i uzim@ju obzir linearnu raspodjelu temperature,
dobija se sled@a diferencijalna jedrina,
53@ - /Lut (TA _Tz)

10.23

j—y, 10.24
dx go\p, PN
Cije je rjeSenje,
1/4
5(x):{4)'t”t(Tz _TA)X} . 10.25
ao:lo - P, )

Izjednaavanjem kolkiine toplote koja se usled kondukcije preda na sarnidion sa toplotom
koja se usled konvekcije razmijeni sa okolnom parsiijedi izraz,

dQ:/]tg—-; Wdx= h(x)wdxT, -T,), 10.26
y=0
¢ijim rjeSenjem se dobija koeficijent konvekcije,
A
h(x) = St 10.27
(X) 6(X)
odnosno,
_ 3 1/4
h(x)=i p9lo = : 10.28
X 4:utAt(Tz _TA)

Srednja vrijednost koeficijenta konvekcie biti,
— 1% 4
h==—| Axdx=—=h_,

[ ] =3

_ 3 1/ 4
h=0.94 gpt( t p")/‘tr : 10.29
#L(T,~T,)

Na osnovu dobijenog rezultata se moze odreditigaedrijednost Nusselt-ovog broja,
— h —p 1 T

N, UL gp‘(p‘ pp) : 10.30

/]t :ut/]t(Tz _TA)

Nusselt [5] je pokazao da se uzimanjem korigovapite kondenzacije u obliku
r'=r+068c(T,-T,), 10.31

dobijaju ta&niji rezultati. Ova korekcija uzima u obzir toplokoju je kondenzat predao zidu
usled hladjenja kondenzata do temperature manjerodeature za&enja.

Izraz (10.30) se moze koristiti i za nagnutu paowisako se umjestg stavi g cosd, pri cemu
je 9 ugao izmedju zida i vertikalne ravni. Sa porastafaw raste i greska pri odredjivanju
Nusselt-ovog broja, tako da izraz ne vazi za ugldiske n/ 2.

Ukupna razmijenjena kdlina toplote se moze odrediti koriétézraz (10.29),

Q=hA(T,-T,), 10.32

a na osnovu nje slijedi i ukupna k#fia kondenzata,
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m=Q = DA -T,). 10.33

r r
Kao Sto je navedeno na datku izlaganja strujanje u filmu kondenzata mozestaid
turbulentno. Kao i u sliaju strujanja kroz cijevi i preko ravne horizon&lpovrSine, proces
tranzicije laminarnog u turbulentno strujanje jefinisan preko neke kriéne vrijednosti
Reynolds-ovog broja odredjenog sléideizrazom,

= Vsr Dh

R, = , 10.34
Vt

u kome je srednja brzina definisana preko protakadknzata,

m=p,V,0W, 10.35

a hidrauléni pretnik, na osnovu klaghe formule,

Dh:4—A:ﬂ6:46. 10.36
o W

Poslije smjene (10.36) i (10.35) u (10.34), slijedi

R, = am : 10.37
MW

odnosno, korig&njem izraza (10.17) z& pri laminarnom strujanju,
R = 9 lp. -p,

3u?
Eksperimentalnim putem je utvrdjeno da do prelaziaminarnog u turbulentno strujanje, za
vertikalni ravan zid, dolazi priR, =1800. Postoji niz razliitih izraza za koeficijent
konvekcije i Nusselt-ov broj pri turbulentnom samju. Moze se, pored ostalih, koristiti

formula
1/3
ptg(pt _pp))\gt
W
Nezgodna strana ove formule je u tome Sto se Reézsa broj pri turbulentnom strujanju ne
moze odrediti iz izraza (10.38). Mora se koristitaz (10.37), koji poslije smjene (10.33) za
m, dobija sledé oblik,
R, :M _ 10.40
HW
Kombinujwi predhodna dva izraza, dobija se relacija pé&mdoje se moZze odrediti

Reynolds-ov broj pri turbulentnom strujanju,
5/9

-p (T, -T,)L®

R =00029 p.alo pp);s(z ») | L0.41
KT

na osnovu koga, iz (10.39), slijedi koeficijent kekcije pri turbulentnoj filmskoj

kondenzaciji.

10.38

h= O.OO76R§'4{ 10.39
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Uvod

Razmjenjiv&i toplote su uredjaji u kojim dva fluida raglie temperature razmjenjuju toplotu.
Najce¥e su u upotrebi razmjenjyia u kojima su topli i hladni fluid razdvojeni
odgovarajgom pregradom tako da dolazi samo do razmjene ®flez razmjene materije.
Ovakvi razmjenjivéi su poznati kao rekupeartivni razmjengvai rekuperatori. Pored ovih
razmjenjiv&a u upotrebi su i takva jeSenja u kojima kroz opeidprostor prvo struji jedan
fluid, mijenjajiti njegovu temperature a zatim drugi, topliji ili adlniji fluid. Ovakvi
razmjenjiv&i su poznati kao regenerativni. Postoje i rjeSenjajima se topli i hladni fluid
mijeSaju, pravél smjeSu odgovarafe temperature. N&&e je u pitanju ista vrsta fluida sa
razlicitim temepraturama, kao npr. kod tus baterije.
Analiza razmjenjivéa toplote podrazumijeva:

* tolotnu analizu,

» strukturalnu analizu

» ekenomsku analizu

* analizu dimenzija i efikasnosti

e analizu moggtnosti proizvodnje
Toplotna analiza obuhvata prown temperatura fluida i razmijenjene Kalie toplote za dati
razmjenjiv&. Strukturalna analiza predsatvlja izbor vrste patirazmjenjivéa i pratéih
komponenti u skladu sa odgovar@ standardima. Ekonomsku analizu i analizu dimanzi
efikasnosti razmjenjiva je prakitno nemogte razdvojiti. Za istu kodinu razmijenjene
toplote u razmjenjivau manjih dimenzija se moraju ostvariti éee brzine strujanja Sto
uslovljava véu operativhu cijenu i skuplju pumpu ili ventilatoKod razmjenjivéda na
pokretnim uredjajima, npr. avionu od primarnogdja su dimenzije i tezina razmjenjéza
Kod nepokretnih sistema dienzije i tezina nijesu mimarnog zn&ja. Ekonomskom
analizom treba obuhvatiti inicijalnu i operativimijenu, vrijeme eksploatacije i troSkove
odrzavanja. Treba, takodje, imati u vidu i mégost proizvodnje odredjenog razmjenjisaau
datim uslovima. U ovom poglavljée biti data samo toplotna analiza rekuperativnih
razmjenjiv&a.

11.1
Rekuperativni razmjenijiva i

Najjednostavniji tip rekuperativnih razmjenjiaje u obliku koncenténih cijevi u kojima
topli i haldni fluidi struje u istom ili suprotnosmjeru, sl.11.1

——————————————————————————— 1 Sl11.1

‘ | Razmjenjivé sa
g _, | koncentrénim
|
I l
|
|

________________________

cijevima.
(a) Istosmijerni.
ST TR T i (b) Suprotnosmijerni

Pored ovog rjeSenja, u cilju paanja povrsine na kojoj se razmjenjuje toplota, eflaid se
moze usmijeriti kroz viSe cijevi unutar jednog ondatgSkoljke), kao Sto je prikazano na
sl.11.2.
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usmijerivaci

T»Iﬁ—-l — H e SI.11.2
x 0 A % T DR Razmjenjiva sa
x 1 T " HDR omotasem (3koljkom) i
x (N I ]:l cijevima

Wiy =

‘=’ =

\/

U cilju poveanja turbulencije, a samim tim i efikasnosti razmij@aca, postavljaju se
usmjerivai u prostoru cijevnog omota. Na sl.11.3 su prikazane r&ike kombinacije cijevi
I omotata

(a) SI1.11.3
Razlite kombinacije cijevi i omoté&a. (a)
(’* o i 2 IR i /,' Jedan omotai dvije ciejvi. (b) Dva omo&
: Sle n e i dvaputa po dvije cijevi.
j :{ I PR =
Ol |
= | = I

(b)

Posebnu grupu razmjenjisacine kompaktni razmjenjiva, sl.11.4. Oni su tako konstruisani
da se unutar odredjene zapremine razmjefgivastvari velika povrSina na kojoj se
razmjenjuje toplota.

Sl.11.4

Razni tipovi kompaktnih
razmjenjiv&a.

(a) Kanali i pl@asta rebra.

(b) cijevi i plotasta rebra.

(c) cijevi i rebra u obliku diska.

(d) Plate i rebra sa jednim prolazom.
(e) Plae i rebra sa viSe prolaza

((E=——
|l||""!HI!I!I!I"&I!HI!I!W

‘"ﬂllu

g
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Ovi razmjenjiv&i imaju guste snopove cijevi ili kanala i pko (rebara) i ngg&e se koriste
kada je jedan od fluida gas sa manjim koeficiejntoomvekcije od drugog fluida koji je
nage&e te&nost. Prave se kao kombinacija cijevi ili kanatabara ili pl@a i rebara. Strujanje
u ovim razmjenjivéima moze biti unakrsno i paralelno. Rege se koristi pri niskim
pritiscima fluida.

11.2
Toplotna analiza rekuperativnih razmjenjivada

Jedan od Kljgnih parametara neophodnih za toplotnu analizu reajmgca je koeficijent
prolaza toplote. Ovaj koeficijent je analiziran la\g 5, u kojoj su dobijeni sledeizrazi za
dva fluida razkitih temperatura razdvojenih ravnom ili cilinéniom povrSinom:

U= 1 = 1 , Q:UAAT 5.32

AR 1.L,1
1 )\ h2

U= 1 = 1
AR R R
rn "4 NR/R)

. Q=UAAT. 5.34

+ =
h

S

Koeficijenti konvekcije h ,h,,h, i h, odgovaraju haldnom ili toplom fluidu zavisno od

prostora u kome struje ovi fluidi. Pri strujanjwkrcijevi, koeficijent prolaza se moze odrediti
u odnosu na spoljasnju ili unutraSnju povrsSinuwij®a bi se odredili koeficijenti prolaza
toplote neophodno je poznavati koeficijente konyek&oji su slozene funkcija strujnih
parametara i geometrijske konfiguracije. Ovi kogitti su analizirani u Glavi 8 za
jednostavne geometrijske oblike. Dati su izrazsmdnje vrijednosti ovih koeficijenata, koje
se uglavnom koriste za préumn razmjenjivéa. U toku upotrebe razmjenji¥@ dolazi do
talozenja prljavstine i stvaranja rdje na kontaktnpovrSinama, Sto uslovljava promjenu
koeficijenata konvekcije. Analiza ove problemat® moze na u razliitoj literature, kao
npr. u[l], [2] i [3]. Poseban problem pri odredjivanju koeficijenta \wekctije predstavljaju
orebrene povrSingjja je osnovna analiza data u Glavi 5. Detalj@jalizu ovog problema
su, pored ostalih, uradili Kays i Londf4.
Realativno jednostavana toplotna analiza razmjatgivse moZze izvesti pod sléta
predpostavkama:

* razmjenjiv& toplote je izolovan u odnosu na okolinu tako da r@&zmjena toplote

odvija samo izmedju toplog i hladnog fluida,

» koeficijent prolaza toplote je konstantan,

» specifine toplote fluida su konstantne,

e promjena potencijalne i kingke energije je zanemarljiva.
Promjena specinih toplota je uslovljena promjenom temperaturéduduz strujnog toka u
razmjenjiv&u, dok je promjena koeficijenta konvekcije posledipromjene temperature
fluida i strujnih parametara. Praktio iskustvo je pokazalo da se u ngpm broju sldajeva
ove promjene mogu zanemariti i Koristiti srednjejednosti za specifnie toplote i
koeficijenta prolaza.
Na sl.11.5 je Sematski prikazan istosmjerni razjijad. ldeksi koji oznaavaju topli i hladni
fluid su “t” i “h”, dok indeksi “u” i “i” oznatavaju ulazni i izlazni presjek strujnog toka.
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SI.11.5
Temperaturski  profili  istosmjernog
razmjenjivé&a

Na osnovu energijske jedtine (3.14), slijedi dae kolicina toplote razmijenjena izmadju dva
presjeka duz strujnog toka, zanemaéujpromjenu kinettke i potencijalne energije, biti
definisana sld@m izrazom,

Py +g=Prigz +y, 11.1
1 2

odnosno,

I, +q=i,+q 11.2

Ako se u skladu sa usvojenom koncepcijom pri izeoflj jednéine (3.14) dovedena kélna
toplote uzme sa pozitivnim a odvedena sa negatiariakom i ima u vidu da j€ =,
slijedi dac¢e za topli i hladni fluid biti,

mtitu _Qt = rhtiti _)Qt = mt(itu - iti ) = mtcpt (Ttu _Tti ) = Ct (Ttu _Tti )' 11.3

Myip, +Qh =myiy —’Qh =m, (ihi - ihu) = mhcph(Thi _Thu) =Gy, (Thi _Thu)' 114

U ovim izrazima suC, =mc,, i C, =m,c,, toplotni kapaciteti toplog i hladnog fluida.
Prema uvedenoj predpostavci da se razmjena topthiga samo izmedju toplog i hladnog
fluida, dobija se da je,

Q =Q,=Q. 115

Na oshovu izloZzenog slijedi dge za dva presjeka na elementarnom rastojanju dii.5|
toplota koju odaje topli odnosno prima hladni fllidi odredjena izrazima:

dQ = -r,c,,dT, = -C,dT,, 11.6

dQ =, c,,dT, =C,dT,, 11.7

Koli¢ina toplote koju topli fluid preda hladnom fluidednaka je toploti koja prodje kroz
pregradu koja ih razdvaja. Ova toplota se moZeditilmea osnovu izraza (5.31), koji definiSe
prolaz toplote kroz neku pregradu sa konvekcijongmaatnim povrSinama,

dQ =UdAAT . 11.8
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Temperaturska razlikAT je jednaka razlici srednjih temperatura toplotadimog fluida,

AT =T, -T,. 11.9
Diferenciranjem izraza (11.9) slijedi,
d(AT)=dT, -dT,. 11.10

SmjenomdT, i dT, iz (11.6) i (11.7) kao idQ iz (11.8) dobija se sleda diferencijalna
jedn&ina za temperatursku razliku,
M =-U|l— 1 dA. 11.11
AT C C
RjeSenje ove jeditme je,

I E=LEN R | 11.12
AT, C, C,

Ako se toplotni kapaciteti izraze u funkciji razemjene koltine toplote, korist@ izraze
(11.3-11.5) slijedi,

n2lz UA(T ~Tou) - . (T -Tu) . 11.13
ATl Q
Sasl.11.5 se vidi da je:
AT, =T, -T,,, AT, =T, -T,;, 11.14
na osnovuiega se dobija,
n AT, UAM 11.15
AT, Q
Ratmijenjena kotiina toplote se moze dobiti iz ovog izraza u obliku,
Q =UAAT,, 11.16
u kome je,
AT, —AT, AT, -AT,
AT, = |n£ = . aT, 11.17
AT, AT,

srednja logaritamska temperatura.

Slicna analiza se moze izvesti i za suprotnosmjermj@zivas, ciji je temperaturski profil
prikazan na sl.11.6.

Izrazi (11.3-11.6%e biti indenténi kao i kod istosmjernog razmjenjiiea samaie se u izrazu
(11.7) pojaviti negativan znak zbog suprotnog sanjgadnog fluida. 1zrazi za razmijenjenu
kolicinu toplote i srednju logaritamsku temperatu® biti indenténi izrazima (11.16) i
(11.17), samo Stée u ovom sltaju, prema sl.11.6, razlike temperatura biti:

AT, =T, -T,, AT, =T, -T,, . 11.18

Razlikac¢e se pojaviti i u izrazu (11.12) koji za suprotngsmi razmjenjivé ima oblik,

In AT, =-U N . 11.19
AT, C, C,
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SI.11.6
Temperatuski profil
suprotnosmjernog

razmjenjivé&a

Moze se pokazati da je za iste ulazne i izlazngé&sature srednja logaritamska temperatura
razmjenjiv&a sa suprotnim tokom ¥a od srednje logaritamske temperature razmjetgiga
istosmjernim tokom. To ziada ¢e za isti koeficijent prolaza toplote i iste ulazanelazne
temperature povrSina razmjenjéea sa suprotnim tokom biti manja. Pored toge, izAdazn
temperatura hladnog fluida ne moze biticaeod izlazne temperature toplog fluida kod
razmjenjiv&a sa istim smjerom strujanja. Kod suprotnosmjermagmijenjivé&a izlazna
temperatura hladnog fluida moze biticaend izlazne temperature toplog fluida.

Postoji nekoliko specijalnih stajeva koji zasluZzuju posebnu paznju. Ako je toplotn
kapacitet toplog fluida mnogo &eod toplotnog kapaciteta hladnog fluida, tempei@atoplog
fluida se née mijenjati. Toce biti sluitaj kada je topli fluid para koja se kondenzuje ptala
izlaz toplog fluida predstavlja kondenzat vodeneep& obzirom da se proces kondenzacije
odvija pri T=const, toplotni kapacitet toplog flaidkezi ka beskoaosti. Temperaturski
profil ovakvog razmjenjivéa je prikazan na sl.11.7(a). Sia situacija je i u ispariva ili
bojleru u kome hladni fluid mijenja fazu i odrzakanstantnu temperaturu. Ulaz hladnog
fluida je te&nost na temperaturi zésnja a izlaz para. Temperaturski profil je prikazen
sl.11.7(b). Ako su oba fluida istog toplotnog kapeta u suprotnosmjernom razmjengua
ondace aigledno biti AT, = AT, = AT, Sto slijedi na osnovu izraza (11.19) i (11.17pdK

istosmjernog razmjenjiva je uvijekAT, <AT,, na osnovéega slijedi da jeAT,, <AT,.

4 t
; : \'\P | R s SI11.7
/ \.\ Speciftni razmjenjivd&i toplote.

@ C, - .(b)C, - .

1 x— 2 1 x—> 2 1 x—
(@) (b) (c) (C) Ct = Ch ,ATl = ATZ = ATsr
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lako su strujni uslovi mnogo komplikovaniji u raznjivatima sa vize prolaza, izrazi (11.3),
(11.4) i (11.16) se mogu Kkoristiti i u ovom &hju, pod islovom da se u izrazu (11.17) izvrSi
korekcija, tako de se srednja logaritamska tempeaatdredi iz sledeg izraza,

AT, -AT, __ AT, -AT

AT, =F—=—2 —1=-fF—_1 2 11.20
n AT nAT:
AT, AT,

Analiti¢ki izrazi za korekcioni faktor F su razvijeni zana vrste razmjenjiva [5]. Rezultati
se mogu predstaviti i gr&kim putem. Na sl. 11.8 i sl.11.9 su prikazani niekiakteristéni
primjeri.

B
ALY
(38

' Korekcioni faktor za slozenu
konfiguraciju  razmjenjivéa  sa
jednim omot&em i dvije cijevi.

T -T -
- u I , P - tl tu
tI _tu Tu _tu
5 1.0
P
Ty
g |
<] Sl
SI.11.9
Korekcioni faktor za slozenu

konfiguraciju razmjenjivéa sa dva
omotaa i cetiri cijevi.
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11.3
Koeficijent efektivhosti razmjenjivaéa — NTU metod

Pri toplotnoj analizi razmjenjiva mogu se pojaviti raZiiti parametri kao nepoznate vgtie
koje treba né ili optimizirati. Kada su napr. poznate ulazne i jedna izlazna temperatuta
se iz toplotnog bilansa moze odrediti druga izlatamperatura a zatim srednja logaritamska
temperatura i razmijenjena kaha toplote. Problem je medjutim mnogo slozenijd&asu
nepoznate obije izlazne temperature. Moze se @@Sd@erativnim putem ili primjenom
koeficijenta efektivnosti razmjenji¢a. Koeficijent efektivnostg, se definiSe kao odnos
stvarno razmijenjene kdlne toplote i teorijski maksimalne mog toplote koju dati
razmjenjivéd moze razmijeniti. Maksimalna razmjena toplote uprsetnosmjernom
razmjenjiv&u bi se ostvarila ako be se hladni fluid zagrijan udazne temperature toplog
fluida ili topli fluid ohladio do ulazne temperatuhladnog fluida, kao Sto je prikazano na
sl.11.10.

Ttu Tas

Thi Thi

T Tt

Thu

Thu

Ch< Ct Ci< Ch

Sl.11.10Maksimalne temperaturske razlike u suprotnosmjernaemjenjvéu. (a) C, <C,.
(b) C, <C,

Predpostavimo da je toplotni kapacitet haldnogdumaniji od toplotnog kapaciteta toplog
fluida, C, <C,. Iz izraza (11.6) i (11.7) slijedi da j@IT,|>|dT,|. Prema tome, siaj
zagrijavanja hladnog fluida do ulazne temperatopog fluida je mogé kada jeC, <C,.
Maksimalna razmijenjena kdlna toplote u tom skaju ¢e biti;

G, <G, Qmax =C, (Ttu _Thu)' 11.21

U suprotnom sléaju, kada je toplotni kapacitet tolpog fluida maogl toplotnog kapaciteta
hladnog fluida,C, <C, , temperaturska ratzlika toplog fluida biti ve&téa od temperaturske

razlike hladnog fluida,|dT,| >|dT,|, i moZe déi do hladjenja toplog fluida do ulazne
temperature hladnog fluida. Razmijenjena &oh toplote u tom skiaju ¢e biti;

C,<Ch, Quu=C(Ty, -To) 11.22

Na osnovu dobijenih rezultata se moze napisati apatz,

Qax = Conin (T =T 11.23

Na osnovu definicije koeficijenta efektivnosti, kadnosa stvarne i maksimalne razmijenjene
kolicine toplote, slijedi,
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e=2 | 11.24
Qmax

Kada jeC, <C,, efektivnost se definiSe u odnosu na hladni fluatbratno, kada je&C, <C, ,
u odnosu na topli fluid:

Ch < Ct ’ £ = (C:h g:hi :Ihug — Thi :Ihu ’ 11.25
h\ tu hu tu hu
Ct < Ch — Ct(Ttu _Ttu) — Ttu _Tti 1126

Ct (Ttu _Thu) Ttu _Thu
U suprotnosmjernom razmjenjida tipa cijev u cijev dovoljne duzine, izlazna temgtera
hladnog fluidace biti priblizno jednaka ulaznoj temperaturi toplidgida kada je C, <C,,
odnosno izlazna temperatura toplog fluida priblizadnaka ulaznoj tempearaturi hladnog
fluida kada je&C, <C, . Stepen efektivhosti suprotnosmjernog razmjeggvée, u ovim
slucajevima, biti priblizno jednak jedinici.

Kada su u pitanju istosmjerni razmjengvaagrijavanje hladnog fluida do ulazne tempearture
toplog fluida je mogée samo u kondenzatoru a hladjenje toplog fluidaldane temperature
hladnog fluida u isparaiva, sl.11.11, u kojim&e stepen efektivnosti biti priblizno jednak
jedinici ako je razmjenjivadovoljne duzine. U opStem ghju, stepen efektivnosti kod ovih
razmjenjivé&a je znatno manji od jedinice, Sto j@gledno sa sl.11.5.

Tt

Tt

Td

Thi

Thu

Y

Thi

Thu

() (b)

Sl.11.11Maksimalne temperaturske razlike u istosmjernoemjanjivaiu. (a) Kondenzator.
(b) Isparivé.

Izraz za koeficijent efektivnostic, se moze odrediti analiiim putem. Predpopstavimo
strujanje u istosmjernom razmjenjtau kome je toplotni kapacitet toplog fluida maog
kapaciteta hladnog fluideC, <C, , odnosnoC, =C_,, i C, =C_,,. Koeficijent efektivnosti
je u tom sldaju odredjen izrazom (11.26) ,
— Ttu _Tti
) Tw =~ Th l
Iz topltnog bilanas (11.13) i (11.14) slijedi,

11.27
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Cmax(Thi _Thu) =Chn (Ttu =Ty )' 11.28
a na osnovu jediae (11.12)

T -T..
In—fi—h —_y i_i ' 11.29

Ttu _Thu Cmin Cmax
odnosno,

_ 1 _ 1

Tt' _Thi —e UA[Cmin Cmaxj . 1130
Tt _Thu

Koeficijent efektivnosti,e, se moze na kombinujui jednaine (11.27), (11.28) i 11.30).
Desna strana izraza (11.30) se moze napisati kiugbli
Ti — T _Ti — Ty Ty — Ty

, 11.31
Ttu _Thu Ttu _Thu
Sto poslije smjend,,, iz (11.28), daje,
Tt‘ _Thi - (Tti _Ttu)+ (Tt _Thu)_ (Cmin /Cmax)(Ttu _Tti) ] 1132
Ttu _Thu Ttu _Thu
Iz (11.32) i (11.27) slijedi,
Ti =T —1-¢ 1+ Crnin _ 11.33
Ttu " Cmax

Iz jednakosti izraza (11.33) i (11.30) dobija dacga za koeficijent efektivnosti u obliku,

_ 1-ext{-(UA/C J1+ (Cop /Co )
1+ (Cpin / Crre)

Kolicnik UA/C,,, je poznat kao broj toplotnih jedinica (number wrisfer units) ili faktor

razmjene toplote. Oznava se sa NTU,

NTU = % 11.35

min
Sa porastom faktora razmjene toplote, NTU, rasézmijenjena toplote u razmjenji&a To
se moze posii sa porastom koeficijenta prolaza ili povrSine mgenjivata. Koeficijent
prolaza se moze pog&ti sa povéanjem brzine strujanja fluida u razmjengua Smjenom

faktora razmjene toplote, NTU, u izraz gd uvodei oznakuC, =C_.. /C, ., slijedi,
. 1-exd-NTU[1+C, ]
1+C, '

Dobijeni izraz vazi pod istim predpostavkama pagirka je izvedena toplotna naliza;

konstantne fizike osobine fluida, konstantan koeficijent prolagplate, razmjena toplote se

odvija samo izmedju toplog i hladnog fluida.

Na slian n&in se moze izvesti i odgovargjuzraz za suprotnosmjerno strujanje,
1-exd-NTU(1-C,)]

11.34

11.36

" 1-C ex-NTU(1-C, )| 1137
Kad C, - 1, dobija se,
C -6 Y 11.38
1-NTU
U slweaju bojlera ili kondenzator€,,,, — «, odonosno,
C, — ®, € > 1-exd-NTU). 11.39

Koeficijent efektivnosti za kombinaciju od n oméda 2n cijevi je dat sled@n izrazom,
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.

n n -1
1—81Cr j _1]U:1_51Cr :| _Cr} , 11.40
1-¢, 1-¢,

u kome je,

g, = 2{1+Cr +(1+C,2)

-1
1/zl+exp{— NTU(1+Cr2)1/2]} 1141

1-exg- NTU(L+C2)"?|

koeficijent efektivnosti razmjenjiva sa jednim omotam i 2, 4 ili viSe cijevi, sl.11.3
Na osnovu izvedenih izraza se mogu dobiti i re¢azg faktor razmjene toplote, NTU,

istosmjerno strujanje
_In[1-g(1+C,)]

NTU = 11.42
1+C,
e suprotnosmijerno strujanje
NTU =—1 n|£71 |, 11.43
C, -1 |eC -1
C - 1LNTU - . 11.44
1-¢
* jedan omotasa proizvoljnim, parnim brojem cijevi
- - -(1+
NTU = —-(1+c2) ™" |n(E—1J, g-2/e -0 l,ff). 11.45
E+1 (1+ Cf)
* nomot&a i 2n cijevi
Koriste se izrazi (11.45) u kojima je,
1/n
g =1 gl 11.46
F-C, e-1

Izvedeni analitki izrazi, se mogu predstaviti i u vidu grafikonaa razlEite vrste
razmjenjiv&a.

11.4

Metodologja prorac¢una

Naj¢e&e se pojavljuju slede varijente:

1.

Poznate ulazne i izlazne tzemperature, koeficjpealaza toplote U i neki od sleglk
parametaraQ, A m ili m, . Nepoznati su neki od sledle parametaraQ, A, ili
m, .

Fizicke karakteristike fluida se odredjuju na osnovun@aih temperatura a nepoznati
parametri iz izraza: (11.3), (11.4), 11.16) i (1.1

Poznate su tri temperature, koeficijent prolaza néki od parametara®, A m ili
m, . Nepoznata jedna temperatura i neki od parame@a,raA,m il m,.

Predpostavi se izlazna temperatura i na osnovtetippstavke odrede fidde osobine
fluida. Nepoznata temperatura seésre is (11.3) ili (11.4). IzvrSi korekcija figih
osobina ako je to neophodno, a zatim nadju ostefgznate iz izraza (11.16) i
(11.17).

159



3. Nepoznate obije izlazne temperature i razmijenjeni&cina toplote. Poznate ulazne
temperature, koeficijent prolaza toplote @,m, i m, .

Predpostave se izlazne temperature u cilju odraojja/fizickin karakteristika fluida.
Koristi se metoda efektivnosti Druga mdgost je analitiki prilaz u kome se
jedn&ine (11.3) i (11.4) koriste zajedno sa jeéinama (11.12) ili (11.19).

4. Nepoznata jedna temperatura, protok istog fluida@zmijenjena kotiina toplote.
Poznate ostale temperature, protok drugog fluidzefikijent prolaza i povrSina
razmjenjiv&a.

Odredi se razmijenjena koina toplote iz (11.3) ili (11.4), zatim srednja teenatura
iz (11.16) i konano nepoznata temperatura iz (11.17). Protok sejal@bi(11.3) ili
(11.4).
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PITANJA |Z PREDMETA PRENOS TOPLOTE | MASE

1. Fizicki Mehanizam prenosa toplote putem kondukcije, lestova jednaéina

2 s konvekcije, Newtonova jedina

X zraenja, Stefan-Boltcman-ov zakon

4. Koeficijenti emisije i apsorpcije su jednaki potpuiti priblizno, za sve ili neki
speciajalan skaj zraenja?

5. Izraz,q, =€0T, —aG = o(eTg1 —GTO4), za energiju razmijenjenu Z@njem vazi za
bilo kiji medjusobni polozaj tijela ili za neki spgalni slutaj (koji?).

6. Koeficijent toplotne provodnosti

7. Koeficijent toplotne difuzije

8. Po ¢emu se razlikuju zakoni o odrezanju mekikej ukupne i toplotne energije?

9. Kakva je veza izmedju jedtiaa toplotne energije i toplotne difuzije?

10. Data je jednéina toplotne difuzijediv(AgradT)+ &, = p%,
Objasniti fizku sustinu svakoglana i anlizirati posebne oblike ove jedime.

11.Grankni i pocetni uslovi jednéine toplotne difuzije.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkhhkkkkkhkhkkkhkhhhkkkhkkhhkkkhkkhhkkkhkhkkkkhhkkk

12. Definisati grantni sloj

13. Skicirati raspored brzina u gr&nom sloju (viskozan i savrSen fluid) na ravnom i
zakrivljenom zidu

14. Skicirati raspored brzine i temperature u brzinskaemperaturskom grafnom
sloju. Odcega zavisi odnos debljina ovih gramih slojeva.

15.1zvesti Prandtlove jedgae granénog sloja*

16. Napisati Prandtl-ove jedtime granénog sloja i definisati gratine uslove

17.1zvesti priblizni izraz za debljinu gramog sloja

18. Objasniti fenomen odvajanja granog sloja

19.Polazéi od energijske jednﬁine,p% =div(AgradT) +¢,, +% +pd”,
izvesti energijsku jeddau granénog sloja fluida koji struji preko zagrijane
povrsine.

20. Izvesti izraze za debljinu istiskivanja i debljigubitka impulsa

21.Prikazati graféki debljinu istiskivanja

22.Objasniti fizicku sustinu debljine istiskivanja i debljine gubitikapulsa.

23.Integralna jednéina kretanja

24. Graficki prikazati temperaturski i brzinski gr&ni sloj. Skicirati raspodijelu brzine i
temperature u gratnom sloju.

25. Integralna energijska jedéiaa

26.Koje velicine povezuju Prandtlova i Reynoldsova analogija.

27.Pod kojim uslovima vazi isti izraz za prenos toplatlaminarnom podsloju i
turbulentnom jezgru?

kkkkkkkkkkkkkkhkkkkkhkhkkhkkkhhhkkkhkkhhhkkkhkkhhkkkkhhkkkkhhkkkhkhikkik *

28. Temperatursko polje ravnog i cilindniog zida

29. ., sa promenljivim koeficijentom toplotne provwaksti

30, i, sa generacijom toplote

31.Ravan i cilindréan zid sa konvektivnim gratmim uslovima (razmj. kol toplote?)

32.Dat je izraz za rezultuguitoplotni otpor,zR _ ZHRTLhJ +|n(2(7R;/LR1)+In(2R7;/FZ)+2nRtLh :

Definisati kriticnu debljigu izolacije
33.Rebra beskorime duzine
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34.Efikasnost rebara; keficijenti efektivnosti i karey dejstva. Diskutovati izraz= I%’\

35.Numerika analiza problema dvodimenzione stacionarne Karijé

36. Grankni uslovi pri dvodimenzionoj stacionarnoj kondukeifavan zid sa
konvekcijom

37.Grankni uslovi pri dvodimenzionoj stacionarnoj kondukeipravougaoni korner

38.lzvesti izraz za Biottov broj

39. Karakteristika sistema sa malim unutrasnjimotporom

40. Karakteristika sistema sa velikim unutraSnjim otpor

41. Skicirati temperatursko polje u tijelu proizvoljnoglika sa raztitim Biottov-m
brojevima

42. Sistem sa malim unutrasnjim otporom

43. Eksplicitni metod

44. Eksplicitni metod, grakni uslovi, jednodim. problem

45. Eksplicitni metod, gragni uslovi, dvodim. problem

46. Implicitni metod

47.Implicitni metod, granini uslovi, jednodim. problem

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhhkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk kkkkkkkkkkkkkkkkkkk

48.Izvesti izraz za Nusselt-ov broj

49. Slicnost i razlika Biott-ovog i Nusselt-ovog broja?

50. Skicirati brzinski i temperaturski grami sloj na ravnoj pldi pri lam. strujanju

. pri turbulentnon strujanju
52.1zvesti izraz za debljinu brzinskog gran. sloja odetm integr. analize
o3 F temperaturskog gran. sloja..................

54. Definisati kritican Reynolds-ov broj

55. Izvesti izraz za Stanton-ov broj akogg = -c,7, —

T

56. Strujanje u cijevima — profil temperature

57.Srednja temperatura pri strujanju kroz cijevi aizrza Njutnov zakon hladjenja

58.Dokazati da je Nusselt-ov broj pri strujanju kraee konstantan

kkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkhkkkhhhkkkhkhhhkkkhkkhhkkkkhhkkkkhhkkkikhikkkxk kkkkkkkkkkk

59. Prirodna konvekcija: definicija, osnovne karaktigkis

60. Diferencijalne jedné&ne grantnog sloja pri prirodnoj konvekciji

61. Grashov-ov broj: definicija, fizka sustina.

62. Definisati vezup = p(t),pri slobodnoj konvekciji na vertikalnom zidu

63. Boussinesg-ova aproksimacija.

64. Maksimalna razmijenjena kdlna toplote pri klj@¢anji zavisi od: vrste fluida, vrste
materijala grij&a, geometrije grijéa, stanja povrsine grija (podvii tatan odgovor)

65. Nacrtati i objasniti krivu kljdganja u posudi

66. Nacrtati i objasniti proces klfanja u cijevi

67.Vrste kondanzacije, skicirati polje brzine i temgdere.

68. Osnovne predpostavke pri izvodjenju koeficijendakekcije pri kondenzaciji

69. Koeficijent konvekcije pri laminarnoj filmskoj korthzaciji

70.Koje velicine u izrazu za masu kndenzaie= p v, 0W zavise od koordinate x duz

vertikalnog zida

71.Za koju vrstu strujanja pri filmskoj kondenzacegifgan izrazR, = ﬂw lam., turb.,
t

nije tatan (podvui tacan odgovor)

kkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkhkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkkx kkkkkkkkkkk
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72.Srednja logaritamska temperatura

73.Koeficijent efektivnosti razmjenjiva

74.Vrste razmjenjivéa, nabrojati i objasniti

75.Metodologija proréuna razmjenjivéa

76. Skicirati raspodjelu temperature kada je toploapcitet jednog fluida beskaraa i
kada su toplotni kapciteti indedi

77.Nacrtati temperaturske profile istosmjernog i stippsmjernog razmjenjiva

78.0snovne razlike istosmjernog i suprothosmjernogijagjivata

79.Koeficijent efektivnosti — definicija

80.Pod kojim uslovima se moze pdastkoeficijent efektivnosti jednak jedinici kod
istosmjernog odnosno kod suprotnosmjernog raznviaigi?

Pitanja sa zvjezdicom samo za stari program
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